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Streszczenie

Celem pracy jest opracowanie podstaw matematycznych zastosowania
zbioréw rozmytych do analizy niepewnosci. Probabilistyczna teoria pomiaru
ma 200 lat rozwoju a zbiory rozmyte maja niewiele pona pét wieku. Ta
prace wnosi wktad w teori¢ pomiaru w modelu zbiorow rozmytych i uzupet-
nia brakujace dowody matematyczne. Jest to pewnego rodzaju uzupetnienie
rozwazan podjetych przez pana Profesora Michata Urbanskiego w jego habi-
litacji ([42]). Pomiar opisuje si¢ jako operacje, ktéra mierzalnym obiektom
przyporzadkowuje liczby, charakteryzujace te obiekty. Innymi stowy, po-
miar jest traktowany jako odwzorowanie (tzw. odzworowanie pomiarowe)
ze struktury emiprycznej w strukture matematyczng reprezentujaca mie-
rzone wartosci. Wtasnosci struktury ogolnie zaleza od typu pomiaru, ale w
naszym przypadku struktura empiryczna zadana jest przez dwie operacje:
sktadania obiektow i poréwnania ich wielkosci przy uzyciu komparatora.
Porzadek w przestrzeni obiektéw zadany jest przez poroéwnywanie obiek-
téw. Poréwnanie jest mozliwe dzieki uzyciu jakiegos komparatora (np. wagi
szalkowej). Celem tej pracy jest zbadanie i opisanie wybranych wtasno-
sci porzadku wprowadzonego przez pana Profesora Urbanskiego ([42]) na
poziomie struktury rozmytej (a nie liczbowej) reprezentujacej strukture em-
piryczng przy uzyciu homomorfizmu, ktory polega na poréwnaniu dwoch
obiektow przy uzyciu tzw. a-przekrojow. Wyniki poszczegdlnych rozdzia-
téw zostaty opublikowane w pracach ([5, 47, 48, 49, 50, 51]).

Stowa kluczowe: niepewno$¢ pomiaru, teoria pomiaru, teoria reprezentacji,

zbiory rozmyte, porzadki rozmyte.



Abstract

The aim of this work is to develop the mathematical basis for the ap-
plication of fuzzy sets to the analysis of uncertainty. Probabilistic measu-
rement theory is 200 years old and fuzzy sets are less than half a century
old. This work contributes to the theory of measurement in the fuzzy sets
model and complements the missing mathematical evidence. It is a kind of
complement to the considerations made by Professor Michat Urbanski in
his habilitation ([42]). Measurement is described as an operation that assi-
gns to measurable objects the numbers that characterize those objects. In
other words, measurement is treated as a mapping (so-called measurement
response) from an empiric structure to a mathematical structure represen-
ting the measured values. The properties of the structure generally depend
on the type of measurement, but in our case, the empirical structure is gi-
ven by two operations: assembling objects and comparing their size using
a comparator. The order in the space of objects is given by comparing ob-
jects. The comparison is made possible by using a comparator (e.g. a scale
weight). The aim of this work is to investigate and describe selected pro-
perties of the order introduced by Professor Urbanski ([42]) at the level
of fuzzy (rather than numerical) structure representing empirical structure
using homomorphism, which involves comparing two objects using so-called
alpha-transversions. The results of the individual chapters have been pu-
blished in papers ([5, 47, 48, 49, 50, 51]).

Keywords: measurement uncertainty, measurement theory, representation

theory, fuzzy sets, fuzzy orders.
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WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN I DEFINICJI

OZNACZENIA
V zbiér empirycznych obiektow obserwowalnych i mierzal-
nych
\% struktura obiektow empirycznych:

V =(V,ry,re,---), gdzie r; — relacje w V/

Q zbior liczb wymiernych

Q" zbior dodatnich liczb wymiernych

N zbidr liczb naturalnych

A zbiér rozmyty

[A]@ a-przekrdj zbioru rozmytego (w skrécie przekrdj zbioru
rozmytego)

supp support, no$nik zbioru rozmytego

R zbior liczb rzeczywistych

Rt liczby rzeczywiste dodatnie

{z : ®(x)} zbidr takich z, ktore spelniaja warunek ®(x)

a przedziat
[a, b] przedzial domkniety o poczatku w a i koncu w b
Med mediana zbioru ciagu liczb (xq,...,zN)

Me(X)  mediana zmiennej losowej X

$rodek przedziatu a, Mid([a, b]) = ”JFT“

promien przedzialu a, Rad([a, b]) = %52

)
)

Ker(A) rdzen zbioru rozmytego A
)

Ker( rdzen zbioru rozmytego A
X zmienna losowa
Q zbior zdarzen elementarnych, zbidr wzorcow pomiaro-

wych, stanéw wzorcowych, wzgledem ktérych wykonuje
sie pomiary. W teorii zbioréw rozmytych jest to zbior, na
ktorym okreslona jest funkcja przynaleznodci.

Ul(a) niepewno$¢ wyniku pomiaru na obiekcie a

U,(X) niepewnos¢ rozszerzona pomiaru zjawiska reprezentowa-

nego przez zmienng losowa X dla poziomu ufnosci p

vil



E(X) wartosé¢ oczekiwana zmiennej losowej X
o(X) odchylenie standardowe: 0?(X) = E (X — E(X))?)

Cov(X,Y) kowariancja zmiennych losowych

0X btad, zmienna losowa lub rozmyta
AX btad maksymalny danego pomiaru
DEFINICJE

Mediana ciggu liczb

TN, jezeli n jest nieparzyste
Med(ml,...,xN): % ) ) P Y
% (a:% + :v%l) , jezeli n jest parzyste

gdzie (z1,...,xyN) jest ciagiem uporzadkowanym liczb.

Mediana zmiennej losowej

Me(X) = Fx'(3), gdzie Fx-dystrybuanta zmiennej losowej X

Mesurand-odwzorowanie ¢ : V' — R, ktére obiektom przyporzadkowuje liczbe, ktora
nazywamy wartoscig wielko$ci mierzone;j.

Prég — d(a,b), prég odréznialnosci obiektéow: a < b < ®(a) + d(a,b) < ®(b) dla
a,beV.

Powielanie — operacja uzyskania obiektu, ktory jest n—krotnosciag obiektu powielanego.
n-krotnos¢ obieku a oznaczamy n.a.

Relacja dwuargumetowa R w zbiorze V — podzbiér produktu kartezjanskiego: R C
V x V. Jedli nie podaje sie liczby argumentow to zaklada sie, ze jest dwuargumentowa.
Relacje sa tego samego typu jesli maja tyle samo argumentow [6].

Relacja poprzedzania < — relacja zadana na zbiorze obiektow poprzez operacje kom-
paracji.

Struktura algebraiczna — zbior ze zdefiniowanymi dziataniami i relacjami, przyktadem
jest (V, <, @), gdzie, V' zbidér, < — relacja poprzedzania (np. porzadek)

@ — operacja sktadania obiektéw (np. dodawanie), np. [34, §]

Homomorfizm — odwzorowanie, ktore zachowuje strukture [8, 6]

[zomorfizm — homomorfizm, ktory jest wzajemnie jednoznaczny

Kowariancja zmiennych losowych X i Y jest dana wzorem:

Cov(X,Y)=FE(X—-EX))(Y -EY)))
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Wstep

Celem tej rozprawy jest opis modelu matematycznego pomiaréw nieidealnych (z ble-
dem pomiarowym) wielkosci ekstensywnych (addytywnych) mierzonych bezposrednio,
przez poréwnanie ze wzorcem. Jest to pewnego rodzaju uzupetnienie rozwazan podjetych
przez pana Michata Urbanskiego w jego habilitacji ([42]). Pomiar opisuje sie jako opera-
cje, ktora mierzalnym obiektom przyporzadkowuje liczby, charakteryzujace te obiekty. In-
nymi stowy, pomiar jest traktowany jako odwzorowanie (tzw. odwzorowanie pomiarowe)
ze struktury empirycznej w strukture matematyczna reprezentujaca mierzone wartosci.
Wtasnosci struktury ogélnie zaleza od typu pomiaru, ale w naszym przypadku struktura
empiryczna zadana jest przez dwie operacje: sktadania obiektow i poréwnania ich wielkosci
przy uzyciu komparatora. Porzadek w przestrzeni obiektéw zadany jest przez porowny-
wanie obiektéw. Poréwnanie jest mozliwe dzieki uzyciu jakiegos komparatora (np. wagi
szalkowej). Celem tej pracy jest zbadanie i opisanie wybranych wtasnosci porzadku wpro-
wadzonego przez pana Profesora Urbanskiego ([42]) na poziomie struktury rozmytej (a nie
liczbowej) reprezentujacej strukture empirycznag przy uzyciu homomorfizmu, ktoéry polega
na poréwnaniu dwoch obiektéw przy uzyciu tzw. a-przekrojow. Wyniki poszczegdlnych

rozdzialow zostaly opublikowane w pracach ([5, 47, 48, 49, 50, 51, 5]).

Rozdziat pierwszy zawiera krotki historyczny zarys rozwazanego problemu teorii btedu,
niepewnosci i pojecia pomiaru. Rozdziat drugi dotyczy pojecia pomiaru w teorii reprezen-
tacji, a takze skal pomiarowych. Rozdzial trzeci opisuje niepewnosé¢ w ujeci klasycznego
prawodpodobienstwa, a takze teorii zbioréw rozmytych. W nim opisujemy gtebiej transfor-
macje prawodpodobienistwo—mozliwo$¢ (possibility-probability) wprowadzona przez prof.
Michata Urbanskiego ([42]). Takze w tym rozdziale, jako przyktad teorii, analizujemy nie-
pewnos¢ metoda zbiorow rozmytych na przyktadzie pomiaru zmiennego pola magnetycz-
nego. Rozdziat czwarty jest poswiecony zbiorom rozmytym typu L-R. Wtasnie takie zbiory

stuza do opisu niesystematycznych btedéw pomiarowych. Ten rozdzial zawiera twierdze-
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nie, ktore efektywnie pozwala na znalezienie a— przekroju dla min. r6znicy /sumy dwoch
zbiorow rozmytych typu L-R. Jest to wazne z punktu widzenia rozwazanego w pracy w
rozdziale 5 porzadku, pozwalajacego na poréwnywanie zbioréw rozmytych na poziomie
struktury rozmytej, ktéra reprezentuje przez homomorfizm strukture modelowana (em-
piryczna), dla ktérej robimy pomiary. Rozdzial piatku zawiera Scista definicje i wazne z
punktu widzenia metrologicznego wtasnosci tego porzadku. Rozdziat szésty, zawiera wnio-
ski z pracy i naswietla dalsze kierunki badan w tej teorii, ktora wcigz jest rozbudowywana

1 nowa.

Warszawa, grudzien 2024

Kinga Maria Wojcicka

Xiv



Rozdziat 1

Whprowadzenie

1.1 Historyczne zrédia teorii pomiaru, btedu i niepewnosSci.

Od zawsze ludzkos$¢ byta zmuszona do wykonywania pomiaréw w roznoraki sposob.
Bez pomiaréw nie sposob byto handlowaé, $ciagac¢ podatkow, dzieli¢, podrézowaé, wyzna-
czaé szlakow handlowych, zeglowa¢, mierzy¢ uptywu czasu itd. Stopniowo coraz bardziej
uswiadamiano sobie, ze za kazdym razem przy dokonywaniu pomiaru jest sie narazonym
na popetnienie btedu, z réznych losowych przyczyn. Kluczowy rozwoj tej mysli miat miej-
sce w XVIIT i XIX wieku. Jak pisze m.in. pan dr inz. Pawel Fotowicz ([12]) kluczowymi
publikacjami w tej tematyce byly prace trzech matematykéw. To wlasnie Adrien Ma-
rie Legendre (1752-1833), Carl Freidrich Gauss (1777-1855) oraz Pierre Simon Laplace
(1749-1827) w swoich pracach dali podstawy wspétczesnej metodyki opracowania danych
pomiarowych. To wtasnie oni stworzyli podstawy dla tak waznych metod metrologii jak:
metoda najmniejszych kwadratéw (Legendre, ,Nouvelles méthodes pour la détermination
des orbites des cometes” (1805)), prawo propagacji bltedu oraz centralne twierdzenie gra-
niczne (Gauss, ,, Theoria Motus Corporum Coelestium in Sectionibus Conicis Solum Am-
bientium” (1809), Laplace, ,,Supplement au memoire” (1810)).

Gauss jako aksjomat przyjmowat zatozenie, ze najbardziej prawdopodobna wartoscig po-
jedynczej, nieznanej obserwacji jest $rednia arytmetyczna zbioru rozwazanych danych,
ktore zostalty otrzymane w tych samych warunkach pomiarowych podczas wielokrotnego

powtarzania obserwacji. Zaproponowat on, aby do opisu rozktadu btedu uzy¢ funkcji

h 2 A2
A) = — —h*A
p(A) =¢ ,
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gdzie h jest pewng stalg zwigzang z pomiarem.

Pierre Laplace sformutowal trzy warunki dotyczace krzywej rozktadu btedu:

1. Krzywa rozktadu btedu musi by¢ symetryczna wzgledem wartosci prawdziwej (ob-
serwacje moga ochylaé¢ sie tak samo w kierunku wiekszych wartosci, jak i mniej-

szych).

2. Krzywa rozktadu btedu rozptaszcza si¢ do osi y = 0 przy oddalaniu si¢ od wartosci

prawdziwej.

3. Pole powierzchni pod krzywa rozktadu powinno by¢ 1 poniewaz z pewnoscia kazda

obserwacja zawarta jest pod ta krzywa.

Juz w XVIII wieku uswiadamiano sobie, ze pomiary sa obarczone btedami. Loso-
wos¢ odezytu pomiaru, a takze jego dokonania (warunki w danych okoliczno$ciach, itd.)
wpltywaja na doktadnosé pomiaru. Zatem zawsze jest jakas nieznana roznica pomiedzy
doktadng wartoscig dokonanego pomiaru a wartoscia obserwacji. Pojecia niepewnosci po-
miaru uzyl po raz pierwszy prawdopodobnie Sir George Biddell Airy w dziele ,On the
Algebraic and Numerical Theory of Errors of Observations and the Combination of Ob-
servations” w roku 1861, jednakze juz w 1757 Thomas Simpson w dziele ,Miscellaneous
Tracts on Some Curious Subjects in Mechanics, Physical Astronomy and Speculative Ma-
thematics” rozwazal kwestie rozktadu dla btedu pomiaru. Postulowal on rozktad trojkatny
dla krzywej rozktadu btedu.

Przez wiele lat w modelu probabilistycznym opisu pomiaru uzywany byt termin ,btad”,
natomiast termin ,niepewno$é¢” wszed! na state do metrologii stosunkowo niedawno (date
te wiaze si¢ z publikacja w roku 1993 Przewodnika ([18]). Pojecie ,btad” oznacza rbz-
nice pomiedzy wartoscia zmierzona a wartoscia prawdziwa (ktérej nie znamy). Pojecie
L,hiepewnos¢” wigze si¢ z szacowaniem parametru rozktadu btedu.

W ujeciu probabilistycznym pomiar opisany jest przy pomocy tzw. zmiennej losowej,
ktora mozna zapisaé jako sume liczby charakteryzujacej wtasciwosci mierzonego obiektu
oraz btedu, ktory jest zmienng losowa opisujaca zaktdcenia pomiarowe. Miarg tych zakto-
cen (rozrzutu pomiaréw) jest promien przedzialu ufnosci estymatora wartosci mierzonej
lub odchylenie standardowe.

Wynikiem pomiaru sa liczby ktére powinny opisywaé¢ badane obiekty. W naukach

przyrodniczych pomiar polega na poréwnaniu ze wzorcem i nie zachodzi potrzeba dowo-




1.1. HISTORYCZNE ZRODEA TEORII POMIARU, BLEDU I NIEPEWNOSCI.

dzenia, ze opis liczbowy reprezentuje rzeczywistos¢. Pomiar jest tak stary jak koncepcja
liczb i poczatki metrologii siegaja czaséw tworzenia sie pierwszych panstw. W filozofii
czasOw Arystotelesa zakladano, ze rzeczywistos¢ jest liczbowa i pomiar jest tylko ,od-
stanianiem” tych liczb ukrytych w rzeczywistosci. W XIX wieku nastapity dwie istotne
zmiany w filozofii pomiaru i matematyce liczb: zdano sobie sprawe ze liczby nie sg toz-
same z rzeczywistos$cia ale ja tylko reprezentujg oraz podano po raz pierwszy definicje
liczb rzeczywistych (Cauchy, Dedekind itd). Definicja ta zauwaza, ze liczby rzeczywiste sa
strukturg algebraiczng i ze liczby wymierne sg geste w R. Matematycy zauwazyli potrzebe
pokazania warunkéw przy ktorych struktura algebraiczna liczb rzeczywistych opisuje po-
prawnie obiekty rzeczywistosci. Trzeba byto okresli¢ pomiar w jezyku struktury algebra-
icznej: pomiar jest mozliwy dzigki sktadaniu obiektéw i okresleniu porzadku narzedziami

pomiarowymi. Podstawowym narzedziem stat si¢ komparator.

Fizycy nie byli zainteresowani algebraizacjg teorii pomiaru, rozwineta si¢ jedynie kwan-
towa teoria pomiaru. Kwantowa teoria pomiaru nie znalazta potaczania z teorig reprezen-
tacjiNatomiast pomiar w naukach spotecznych pokazat koniecznos¢ badania adekwatnosci
skal pomiarowych do badania zjawisk spotecznych. W wielu przypadkach pomiaréw spo-
tecznych nie ma w zbiorze obiektéw operacji sktadania, wobec tego mozna stosowac jednie

skale porzadkowe (podrozdziat 2.2).

W ujeciu teorii reprezentacji pomiar po raz pierwszy zostal opisany przez Holdera
w pracy ,Die Axiome der Quantitdt und die Lehre vom Mass”([19]). Rozwazal on re-
prezentacje pomiaréow idealnych (nie zawierajacych btedéw pomiarowych). Holder ustalit
warunki, przy ktérych zbiér z pewnym ustalonym (matematycznym) porzadkiem (rela-
cja) i sktadaniem obiektéw jest homomorficzny ze zbiorem liczb rzeczywistych z ustalonym

porzadkiem i dodawaniem (liczb).

W pézniejszym czasie (do okoto potowy XX w.) po pracy Héldera zajmowano sie wy-
tacznie pomiarami idealnymi. Jedng z pierwszych prac w kierunku rozwoju teorii repre-
zentacji pomiaréw z bltedami byta praca D. Scotta oraz P.Suppesa ,Foundational Aspects
of theories of measurement”, z roku 1958 ([36]). Uzyto reprezentacji przedziatowej (repre-
zentacji z porzadkiem przedzialowym), w ktérej wlasciwosci badanych obiektéw opisane
sg przedziatami z arytmetyka przedzialowg oraz z porzadkiem przedziatowym. Odpowiada

to modelowi btedéw systematycznych.

Bardzo wazng pracg w rozwoju teorii reprezentacji bledéw systematycznych byta takze
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praca M. Menestrela oraz B.Lemairea ,Biased extensive measurement: The general case”,
z roku 2006 ([27]). Zatozyli oni ze do wykonania pomiaru potrzebne sa dwie operacje:
powielanie oraz komparacja. Zatozono, ze komparacja obiektow indukuje empriryczny
porzadek homotetyczny oraz ze sktadanie obiektéw dotyczy jedynie obiektow identycznych
(powielanie).

Koncepcja opisu bledéw niesystematycznych pojawita sie np. w pracy Maurisa, Lasser-
rea oraz Foulloya, , A fuzzy approach for the expression of uncertainty in measurement”,
z roku 2001 ([26]). Uzyli oni koncepcji zbioréw rozmytych wraz z arytmetyka oparta o
zasade rozszerzen Zadeha, w celu wyznaczenia niepewnosci jako a-przekroju zbioru rozmy-
tego reprezentujacego wlasciwosci obiektu, ktory mierzymy. Niestety wada w rozwazanym
modelu w ich pracy jest fakt, ze propagacja niepewnosci jest taka sama jak propagacja
btedéw systematycznych opisanych arytmetyka przedziatlowa. W roku 2003 ukazata sie
praca Urbanskiego i Wasowskiego pt. ,,Fuzzy approach to the theory of measurement ine-
xactness” ([44]) w ktorej po raz pierwszy zaproponowano spdjne reprezentowanie wynikéw
pomiaréw w zbiorach rozmytych z btedami systematycznymi i niesystematycznymi przy
uzyciu arytmetyk opartych na ¢-normach (takze [43]).

Pomiar w praktyce spotecznej, w handlu i zarzadzania podatkami miat fundamentalna

role od poczatkéw panstwowosci [23].

1.2 Rola teorii reprezentacji

Pojecie pomiaru byto przedmiotem wielu sporéw ([39]) spowodowanych réznymi in-
tuicjami na ten temat ludzi, ktorzy sie tym problemem zajmowali. Nowoczesne pojecie
pomiaru byto uzyte np. w pracy N. R. Campbell ([39]). Pomiarem nazywamy przyporzad-
kowoanie badanemu obiektowi liczby rzeczywistej wedtug ustalonych regut. Takie przy-
porzadkowanie nazywamy odwzorowaniem pomiarowym (zajmujemy sie tym w dalszych
rodziatach pracy). Teoria reprezentacji pomiaru ma na celu opisaé w sposéb matema-
tyczny wlasciwosci takiego odwzorowania pomiarowego. Formalnie rzecz biorac, ma ona
dostarczy¢ algebraiczny opis pomiaru jako homomorfizmu struktur. Taka teoria pomiaru
nazywana jest teorig reprezentacji. Jej zadaniem jest odpowiedzie¢ na pytanie, czy infor-
macja uzyskana w wyniku pomiaru poprawnie reprezentuje mierzone obiekty empiryczne.

Na poczatku XX w. teoria reprezentacji skupiona byta wokét pomiaréw idealnych, nato-

4
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miast dopiero w latach 50-tych XX w. zaczeto rozwijaé teorie reprezenacji uwzgledniajaca
bledy systematyczne. Teorig, ktéra uwzglednia zaréwno bledy systematyczne, jak i nie-

systematyczne (przypadkowe) wprowadzili Urbanski i Wasowski w pracy [46].

1.3 Niepewnos¢, btad pomiarowy, prog

Poczatek wspotczesnej teorii btedow wiaze sie z rozwojem probabilistyki i statystyki
matematycznej. Jak wspomnieliémy powyzej, pojecia niepewnosci w znaczeniu wspolcze-
snym uzyl prawdopodobnie po raz pierwszy Sir George Biddell Airy w traktacie z roku
1861. Pojecie btedu natomiast istniato juz od Starozytnosci i byto rozumiane ogélnie jako
zle zrobiony pomiar. Termin ,btad” oznacza réznice pomiedzy wartoscig zmierzona a war-
toscig ,prawdziwa”. Poniewaz wartosci prawdziwej nie znamy, wiec btedu takze nie znamy
i mozemy jedynie szacowaé ,niepewnos¢” jako miary btedu.

Zgodnie z zaleceniami ,,Przewodnika po wyrazaniu niepewnosci w pomiarach” (w skré-
cie GUM [18]) metody szacowania niepewnosci mozna podzieli¢ na dwie grupy w zaleznosci
od Zrodta informacji: A — serie powtarzalnych pomiaréw traktowane jako préba losowa o
okreslonym rozktadzie, B — inne Zrodta informacji stanowigce podstawe analizy eksperc-
kiej. Realizacja tych zalecen jest mozliwa zaré6wno w modelach probabilistycznych, jak i
modelach zbioréw rozmytych.

Metoda szacowania niepewnosci A zaktada, ze mierzona wielkos¢ jest zmienng losowa,
ktorej rozktad i parametry mozna oszacowaé na podstawie danych pomiarowych potrak-
towanych jako probka zmiennej losowej reprezentujacej proces pomiarowy. Metody sta-
tystyczne dostarczajg estymatoréw rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej oraz
estymatoréw parametrow rozktadu, takich jak warto$¢ oczekiwana, mediana, odchylenie
standardowe czy przedziat ufnosci tych estymatorow. W celu skonstruowania modelu nie-
pewnosci zbioru rozmytego proponuje sie wykorzystanie przeksztatcenia z rozktadu praw-
dopodobienstwa na rozktad zmiennej rozmytej tak, aby przekroje o estymatorow zbioréw
rozmytych pokrywaly sie z przedziatami ufnosci. Taka propozycja byta przedstawiona w
[41] oraz w pracach [42, 49].

Metoda B polega na wyznaczeniu, na podstawie wiedzy eksperckiej o systemie po-
miarowym, rozktadu prawdopodobienstwa a priori btedéw. Wyznaczony w ten sposob

rozktad prawdopodobienstwa opisuje proces decyzyjny wyboru tego rozktadu a priori, ale
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nie odzwierciedla losowych proceséw zachodzacych w systemie pomiarowym. Wybor przez
metrologa rozktadu prawdopodobienstwa w celu opisania btedow B nie jest réwnoznaczny
z uzyskaniem rozktadu empirycznego z serii danych. Wybor rozktadu jest pogladem, a nie
doswiadczeniem empirycznym, a do matematycznego opisu pogladéow stworzono zbiory
rozmyte. Zbiory rozmyte zaproponowano witasnie w celu zbudowania modelu matema-
tycznego opisujacego procesy agregacji réznych niedoktadnych danych empirycznych, a
funkcja rozktadu zmiennych rozmytych opisuje raczej procesy analizy eksperckiej niz roz-
ktad bledéw. Dlatego matematyka zbioréw rozmytych dysponuje narzedziami odpowied-
nimi do opisu btedow typu B.

Naszym zdaniem stosowanie teorii prawdopodobienstwa opartej na mierze addytywnej
do btedéw typu B jest nieuzasadnione, poniewaz proces decyzyjny nie jest procesem loso-
wym, lecz wyborem lepszego rozwiazania opisanego miara maksytywna (nie addytywna).
Maksytywnos¢ miary oznacza, ze wybrane zostanie to zdarzenie, ktére jest najbardziej
prawdopodobne. Miara maksytywna opisuje proces wyboru najlepszego, a tak zazwyczaj
dziataja eksperci ([37]).

Metoda A opiera sie na zatozeniu, ze dane pomiarowe mozna traktowaé jako losowa
probke procesu stochastycznego reprezentujaca losowe zjawiska w badanym obiekcie i
przyrzadach pomiarowych.

Potaczenie obu metod jest mozliwe w zbiorach rozmytych, jesli przyjmiemy transfor-
macje rozktadu prawdopodobienstwa do rozktadu mozliwosci, ktora przeksztatca niepew-
nos¢ rozszerzong na promien odpowiedniego a—przekroju zbioru rozmytego reprezentu-
jacego wyniki pomiaréw.

W Guide podkredla sie, ze klasyfikacja metod estymacji niepewnosci na A i B rézni
sie od klasyfikacji btedow na systematyczne i przypadkowe zalozeniami wstepnymi klasy-

fikacji, czyli punktem wyjscia:

* w klasyfikacji na btedy systematyczne i przypadkowe podstawsg jest natura mierzone;j
wielkosci: btedy przypadkowe pochodza od proceséw ktore mozna opisaé jako proces
stochastyczny bazujac na fizyce statystycznej a btedy systematyczne sg nieznanymi

odchyleniami wyniku pomiaru od wartosci prawdziwej.

* klasyfikacja na metode A i B polega na podziale metod wnioskowania z danych

pomiarowych, a nie na analizowaniu natury fizycznej zjawisk odpowiedzialnych za




1.3. NIEPEWNOSC, BLAD POMIAROWY, PROG

obserwowane fluktuacje. Zbiory rozmyte zostaly zaproponowane wtasnie w celu bu-
dowy matematycznego modelu opisujacego procesy agregacji roznych empirycznych
danych niedoktadnych a funkcja rozktadu zmiennej rozmytej opisuje procesy analizy

eksperckiej a nie rozktad btedu.

W niniejszej pracy zakladamy, ze model probabilistyczny rézni sie od modelu rozmy-
tego wlasciwoscig miary opisujacej btedy pomiaru: w modelu probabilistycznym miara
rozktadu prawdopodobienstwa opisujaca obserwowane rozrzuty danych jest miarg addy-
tywng, natomiast w modelu rozmytym mozliwos¢ wystapienia tych danych jest opisana
miarg maksytywna.

Zmienna losowa lub zmienna rozmyta opisujaca pomiar moze by¢ zapisana jako suma:

Rownanie to oznacza, ze istnieje pewna liczba xy charakteryzujaca pomiar idealny ale z
powodu btedéw pomiarowych, ktére zawsze sie przejawiajg wynik pomiaru rézni si¢ od
wartosci prawdziwej, wartosé¢ tej roznicy nazywamy bledem AX.

Zatem btagd AX definiujemy jako réznica pomiedzy wynikiem pomiaru X a warto-
Scia prawdziwa (true value) zy. Blad nie jest znany, ale opisujemy go funkcja rozktadu
btedu. Taka funkcja rozktadu powinna mie¢ wtasnosci matematyczne adekwatne do opisu
zjawiska opisujacego mechanizmy powstawania btedéw. W literaturze mozna znalez¢ dwa
modele matematyczne opisujace rozrzut danych pomiarowych i niedoktadnosci pomiardw:
probabilistyczny i zbiorow rozmytych. W modelu probabilistycznym zaktada sie, ze za-
rowno wynik pomiaru, jak i btad sa zmiennymi losowymi. W modelu zbioréw rozmytych
wynik pomiaru i btad sa zmiennymi rozmytymi. Oba te pojecia sa opisane w podroz-
dziatach ponizej. Modele te r6znig sie wtasnoscig miary jaka zastosujemy do wyznaczenia
rozkladu btedéw. Miara probabilistyczna jest addytywna a miara mozliwosci (bedaca pod-
stawg zbioréw rozmytych) jest maksytywna [31, 49] (te idee opisujemy w podrozdziatach
ponizej). Modele te r6znig sie interpretacja mechanizméw powstawania btedéw. W modelu
probabilistycznym pomiar jest rozumiany jako losowanie, z pewnym rozktadem prawdo-
podobienstwa ze zbioru wartosci zmiennej losowej reprezentujacej mierzona wielko$¢.

W modelu zbioréw rozmytych nie mamy do czynienia z procesem losowania zdarzen ze

zbioru zdarzen elementarnych [49]. Pomiar polega na poréwnywaniu wartosci mierzonej

7
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z wartoscig wzorca, z punktu widzenia teorii zbiorow rozmytych miara mozliwosci opi-
suje stopien przynaleznosci (membership function) kolejnego wzorca do badanego obiektu
([49, 50]). Miara dopasowania wzorca do obiektu powinna reprezentowaé ten proces dopa-
sowania. Jesli badany obiekt podlega przypadkowym fluktuacjom to naturalne jest uzycie
probabilistycznej miary addytywnej do opisu tego zjawiska. Jesli nie obserwujemy takich
fluktuacji i szacujemy niepewnos$¢ metoda ekspercks na podstawie wiedzy o systemie po-
miarowym to proces ten opiszemy miarg maksytywna. Miara maksytywna opisuje proces
wyboru najlepszego a tak zazwyczaj dzialajg eksperci. Funkcja przynaleznosci opisuje
stopien w jakim wzorzec reprezentuje badany obiekt i stopien w jakim wartos¢ mierzonej
wielkosci reprezentuje badany obiekt. Szacowanie stopnia przynalezno$ci wymaga korzy-
stania z wiedzy ogélnej w sposob, ktory nazywa sie eksperckim.

Dwa réozne podejécia do konstrukcji miary rozktadu mierzonych wielkosci i btedéw
pomiarowych (rys 3.2) mozna w przypadku szacowania metoda A mozna Sci$le powiazaé
pokazujac, ze istnieje transformacja rozktadu probabilistycznego w zbiér rozmyty zacho-

wujaca warto$¢ niepewnosci rozszerzonej. Idee to opisujemy w rozdziale ponizej.

Kluczowym krokiem dla teorii jest potaczenie niepewnosci typu A i typu B. Zaktadamy,
ze mozna wyrozni¢ dwa sktadniki btedow: bledy typu A i btedy typu B, ale identyfikujemy
je z btedem systematycznym A, X i bltedem niesystematycznym A, X, co zapisujemy jako

AX =AX +AX

W jezyku zbioréw rozmytych mozemy to zapisaé jako ztozenie (dodawanie) zbioréw roz-
mytych A, i A, ([44]), gdzie: A, jest sktadnikiem niesystematycznym (typ A) oraz A, jest
sktadnikiem systematycznym (typ B) opisanym przez charakterystyczna funkcje prze-
dziatu [—Ap,z, +A,,x] (réwnanie (3.25)):

A=A, or A, (1.2)

U(A)=U(A, &r As) = U(A,) + U(Ay),
gdzie: A,,x jest najwiekszym dopuszczalnym bledem,
A, - promien cigcia na poziomie « [42].

Nalezy tu podkresli¢, ze w teorii pomiaru istnieje pojecie pierwotniejsze od pojecia nie-




1.3. NIEPEWNOSC, BLAD POMIAROWY, PROG

2(A, x+A,)

Rysunek 1.1: Zbiér rozmyty opisujacy btad i jego sktadowe

pewnosci. Jest to pojecie progu. Prog pozwala na zadanie porzadku pomiedzy mierzonymi
obiektami ([42, 1]).

Jesli rozwazymy strukture empiryczna (V, <, o) oraz odwzorowanie pomiarowe ¢ :
V — R, tzn. jako ¢(a) rozumiemy liczbe rzeczywista, ktéra jest wynikiem pomiaru (obar-
czonym bledem !) mierzonej wielkosci (obiektu) a € V| to jako prog rozumiemy funkcje
0V xV — R, ktora zadaje porzadek pomiedzy ,wynikami pomiaru” w rozwazanej,

badanej strukturze, tzn.:

a<b <= ¢(a)+d(a,b) < p(b).

Idac dalej, relacja pomiedzy progiem a niepewnoscig moze by¢ opisana na dwa sposoby

(patrz [42]):

1) Niepewno$¢ U(a) jest progiem minimalnym miedzy obiektem a a obiektami punk-
towymi by, tzn.

U(a) = inf é(a,by).

boeV

Obiekty punktowe sg obiektami idealnymi, dla ktérych niepewnosé jest zerowa.

2) Prég 6(a,b) jest niepewnoscia réznicy a © b dwoch obiektow:

5(a,b) = U(a ©b),

gdzie operacja odejmowania © jest zdefiniowana jako operacja wykonywana przez

komparator.

W przypadku zmiennych losowych niepewno$¢ opisana jest przez odchylenie standardowe,

wobec czego uzyskujemy naturalng definicje progu, ktéra w przypadku, gdy zmienne lo-
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sowe opisujace obiekty a i b sg niezalezne, jest dana przez

8(a,b) = U(a ©b) = \JU*(a) + U2(b

Przypomnijmy teraz

Twierdzenie 1.1. [1] Niech w V' bedzie okreslona relacja < zdefiniowana przez pare funkcji
¢V —[0,00] oraz § : VxV — Rjako a < b <= ¢é(a) + d(a,b) < ¢(b). Wtedy

nastepujace stwierdzenia sg réwnowazne:
* relacja < spelnia warunek Ferrersa (jest biporzadkiem)

e prog 0 jest dokomponowalny na sktadowe niezalezne:

d(a,b) = Aa) + A(b), a,beV.

Jesli dodatkowo prég jest nieujemny: A(a) > 0, to relacja < jest tzw. porzadkiem inter-
walowym (przedziatlowym), ktéry opisujemy (podobnie jak wlasnosé Ferrersa) w rozdziale
5. W rozdziale 5 pracy rozwazamy porzadek, ktory nie jest spetnia wlasnosci Ferrersa, lecz
ostabiona wtasnos¢ Ferrersa (patrz rozdziat 5). Totez mozemy zapytaé, jak wygladatby
prog 0 w takiej sytuacji. Ogélnie mozna przyjaé (patrz [42]), ze prog mozna roztozyé¢ na

dwie skladowe:

1) sktadowa d,(a,b) dekomponowalng na dwa niezalezne sktadniki:

5,(a,b) = Afa) + A(D)

2) sktadowa €(a, b) niedekomponowalna na sume niezaleznych sktadnikéw.

Jedli zatozymy, ze dekompozycja jest opisywana przez sume algebraiczna (zalozenie o

addytywnosci sktadowych bledéw) dwéch sktadnikéw, to:
d(a,b) = Aa) + A(b) + €(a,b).

Wzér ten odpowiada zapisaniu btedéw jako sumy btedu systematycznego i niesystema-

tycznego (przypadkowego).
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1.4 Zbiory rozmyte i ich wtasnosci. T-normy.

Zanim przejdziemy do formalnych definicji, dobrze jest krotko oméwié podstawows
idee. Zbiér rozmyty zdefiniowany jest poprzez funkcje przynaleznosci, tzn. funkcje, ktéra
kazdemu elementowi pewnego zbioru 2 przypisuje warto$é¢ z przedziatu [0, 1] (a nie tylko
0 lub 1, jest to uogélnienie klasycznej funkcji charakterystycznej zbioru). Wartosci tej
funkcji nazywamy stopniem przynaleznosci. Opisuje ona jak bardzo dany element zbioru
Q2 przynalezy do opisywanego obiektu. Warto$é¢ 1 maja te elementy zbioru €2, o ktérych
wiemy, ze na pewno poprawnie opisujg badane obiekty. Przyjmuje sie, ze zbiér rozmyty

jest wlasnie wykresem takiej funkcji przynaleznosci.

Definicja 1.2. (Zbiér rozmyty)

Zbiorem rozmytym A w R nazywamy wykres dowolnej funkcji
A:R—10,1] (1.3)

gdzie A(-) jest funkcja przynaleznoéci zbioru rozmytego A. Utozsamiamy zbiér rozmyty z
jego funkcja przynaleznosci.

Rodzine wszystkich zbioréw rozmytych na R oznaczamy przez F(R).

Definicja 1.3. (a-przekroj)
a-przekroj {fqa zbioru rozmytego A w R dla a € (0, 1] definiujemy jako:

[A]" = {z eR| A(z) > a}. (1.4)

Oddzielnie definiujemy 0—przekréj (nosnik zbioru rozmytego):

{A}O = supp(A) = cl({x € R | A(z) > 0}).

Jest to matematyczne oznaczenie operacji, gdzie bierzemy wszystkie liczby rzeczywiste
x takie, ze A(x) > 0 oraz granice ciagéw tych liczb. Dodatkowo, 1—przekréj nazywamy

rdzeniem zbioru rozmytego.

Przyktad 1.4. Funkcja A(x) = |sinz|,z € R wyznacza zbiér rozmyty. Mamy tu [A]' =

{;T + km, k € Z} ,[A]° =R oraz [A]* = |J[aresin(a) + km, @ — arcsin(a) + k).
kez

11
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Zbior rozmyty, ktorego wszystkie a— przekroje sa odcinkami w R nazywamy przedzia-
tem rozmytym. Funkcja A(z) z powyzszego przykltadu jest takze przedziatem rozmytym.
Kazdy przedzial rozmyty wyznaczony jest jednoznacznie poprzez swoje a—przekroje. Aby

to lepiej uzasadnié¢, zdefiniujmy tzw. rodzine zgodna (patrz [42]).

Definicja 1.5. Niech € bedzie zbiorem i A = (A4)ac(0,1) bedzie rodzing podzbioréw €.
Rodzing podzbioréw nazywamy rodzina zgodna, gdy:

1. A, # 0 dla kazdego «, € (0,1),
2. dla kazdego a, 5 € (0,1) takiego, ze o < [ zachodzi Ag C A,,.

Przyktad 1.6. Dla a € (0,1) definiujemy A, = (—l l). Wtedy dla 0 < o < 0 < 1

a’a

zachodzi é > % oraz —i < —% stad Ag C A,. Zatem A = (Aq)ac(o,1) definiuje rodzing

zgodna.

Jedli A = (Ad)aco,1) 1 B = (Ba)ac(o,1) 58 dwoma rodzinami podzbioréw, definiujemy
A C B, jesli A, C B, dla kazdego « € (0, 1).

Okazuje sie, ze przy pomocy rodziny zgodnej mozna wygenerowac zbior rozmyty.

Definicja 1.7. Niech A = (A4)ac(0,1) bedzie rodzina zgodng podzbioréw zbioru €. Zbiér

rozmyty zdefiniowany jako:

A(z) = sup {a:x€ A} (1.5)

a€e(0,1)

nazwiemy zbiorem rozmytym w {2 generowanym przez zgodna rodzing A = (Ay)ac(0,1),

zbior taki oznaczymy F (A), gdzie: sup oznacza kres gorny, przy czym sup () = 0.

A
« | najwyiszy
przekrgj
A(x) ‘/X\E[AJ“
o =
4 N
X

Rysunek 1.2: Konstrukcja funkcji przynaleznosci generowanej przez zgodna rodzine zbio-
row
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Symbol F oznacza operacje generowania funkcji przynaleznogci zbioru rozmytego A(z)
ze zgodnej rodziny podzbioréw A, czyli: A(z) = F (A) (z).

Zauwazmy, ze operacja kresu gornego sup pozwala na przejscie od opisu funkcji przy-
naleznosci poziomicami (a-przekrojami), do opisu poprzez wartosci funkcji (opisu danego

wstupkami”). Wreszcze mozemy sformutowaé nastepujacy:

Lemat 1.8. ([20] twierdzenie 2.1, [10] rozdziat 11.1.C) Niech A bedzie zbiorem rozmytym
na §.

1. a-przekroje [fqa tworza zgodng rodzine podzbioréw zbioru €2,

2. zbiér rozmyty wygenerowany z a-przekrojéow zbioru A daje ten zbiér rozmyty:

gdzie A = {{/q }ae(o,l) jest rodzing przekrojéw zbioru rozmytego A.

Kolejnym niezbednym pojeciem jest T-norma. T-norma T'(x, y) (skrét od normy tréjkatnej-
spetnia nieréwnosé tréjkata) reprezentuje iloczyn logiczny rozmytych wartosci logicznych
z,y € [0,1] (a nie tylko 0 lub 1 jak w klasycznej logice). Innymi stowy, warto$¢ logiczna
zdan x 1y jest dana przez T'(x,y). Formalnie, definiujemy T-norme przy pomocy naste-

pujacych warunkéw.

Definicja 1.9. (t-norma) T-norma nazywamy dowolna funkcje dwéch zmiennych 7" : [0, 1] x

[0,1] — [0, 1], ktéra spelnia nastepujace wtasnosci dla a,b,c € [0, 1]:
1) Przemiennosé¢: T'(a,b) = T'(b, a)
2) Monotoniczno$é: T'(a,b) < T'(c,d) gdy a < coraz b < d
3) Lacznosé: T'(a, T'(b,c)) = T(T(a,b),c)
4) Liczba 1 dziata jak element identycznosciowy: T'(a, 1) = a

T-norma nie jest wyznaczona jednoznacznie, istnieje nieskonczenie wiele roznych T-
norm (ponizej sa klasyczne przykltady). Suma logiczna w logice rozmytej opisana jest przez
tzw. konorme S, natomiast negacja poprzez funkcje n. Pomiedzy tymi trzema funkcjami
zachodzi Scisty zwiazek wynikajacy z tego, ze zaktada sig¢, ze niektére witasnosci logiki

klasycznej powinny obowiazywa¢é takze w logice rozmytej (patrz [42]).
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Klasyczne przyktady T-norm to z pewnoscia:
e T norma minimum, Ty, (2, y) = min(z,y), =,y € [0,1]

* T norma produktowa, Ty.ea(z,y) =z -y, xz,y € [0,1]

Drastyczna T-norma,

y ifz=1
Tp(z,y) =14 x ify=1

0 w przeciwnym przypadku

T-norma Lukasiewicza, Tyx(z,y) = max(0,z +y — 1), z,y € [0,1]

T-norma Hademachera,

0 ifr=y=0
Ty(z,y) = xy

———=—— W przeciwnym przypadku
T+y—ry

Twierdzenie 1.10. (Zasada Rozszerzen Zadeha) Dla dwoch zbioréw rozmytych A oraz B

zachodzi nastepujaca réwnos$é, nazywana Zasada Rozszerzen Zadeha (patrz [57]):

(A, B)(2) = sup {min (A(e), B(y) : (2,5) € 2 x Qa}, (16)

W dalszej czesci pracy bedziemy pisa¢ po prostu ,zasada rozszerzania” albo ,zasada
Zadeha”. Zauwazamy, ze mozemy na to spojrze¢ nieco ogdlniej, mianowicie powyzsza

zasada opoarta jest o wzigcie T-normy min, ktéra mozna zastapi¢ dowolng T-norma.

Twierdzenie 1.11. (Uogdlniona Zasada Rozszerzen Zadeha [10]) Niech dzialanie dwuargu-
mentowe bedzie dane odwzorowaniem:

f Q1 xQy — Q31T jest ustalong t-norma.

Funkcja f indukuje odwzorowanie f{*) : FS() x FS(Q2) — FS(Q3) okreslone

WZOrenl:

f,ET)(f_l, B)(z) = f(sug): {T(A(z),B(y)) : (z,y) € Q. x D}, z € Q3 (1.7)

gdzie A € FS(Q)) i B € FS(£s) sa zbiorami rozmytymi odpowiednio w € i Q.
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Dla dodawania, czyli f(z,y) = = + y dla z,y € R, zasada rozszerzania definiuje

arytmetyke @7 oparta o t-normy:

(Aor B) (v) = sup {T(A(x), B(y)) : 2,y € R}, z € R (1.8)

T+y==z
Twierdzenie 1.11 w ujeciu Zadeha jest definicjg natomiast w teorii zmiennej rozmytej

jest twierdzeniem wynikajacym z wtasnosci miary maksytywnej [5]

1.5 Porzadki na zbiorach rozmytych.

W celu poprawnego matematycznego opisu pomiaru, musimy mie¢ dobrze zdefinio-

wany porzadek, ktory np. pozwoli odrozni¢ od siebie dwie serie pomiarow.

Definicja 1.12. (porzadek przedzialowy) Dla dwéch przedziatéw na R, powiedzmy a,b

(nieco nietypowa notacja) definiujemy tzw. porzadek przedziatowy przez:
a<beV(r€aorazycb)r <y (1.9)

Definicja 1.13. (porzadek czesciowy) Relacje < na zborze A bedziemy nazywaé czesciowym
porzadkiem, jesli spelnia nastepujace trzy wtasciwosci:

e zwrotnosé: Va € A a =<a

e antysymetryczno$é: Va,b € A a <bAb=<a—a=0D

* przechodnio$é: Va,b,c e A a=bAb<c—a=c
Definicja 1.14. (porzadek liniowy) Czesciowy porzadek (A, <) nazywamy liniowym, jezeli
kazde dwa elementy sg poréwnywalne, tzn.

Ya,be A a=<bVvb=a

Twierdzenie 1.15. (twierdzenie Nguyen-Fullér-Keresztfalvi ([33, 17, 47, 4]).

Dla dwbéch zbioréw rozmytych A, B na R zachodzi:

[Bor A* = U {y—x: ye[BPxelA} (1.10)

{(p,9)€(0,1]2: T(p,q)2a}
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Co wigcej, z twierdzenia Nguyen-Fullér-Keresztfalvi (patrz [33, 17] oraz [47])) wynika,

ze:
[Bor Al = U {y—x: ye|[BPFzelA} (1.11)
{(p.9)€(0,1]?: T(p,g) >}
= U (B — [A]"
{(p.9)€(0,1]%: T(p,g)2a}
= U (B — [A)*
{(p.9)€(0,1]%: T(p,9)=c}
gdzie ,—” jest odejmowaniem przedzialowym. Ostatnia rownosé jest naszym wynikiem z
pracy [47].

Definicja 1.16. Niech F(R) bedzie rodzing zbioréw rozmytych na R. Relacja porzadku na

zbiorach rozmytych <% na poziomie « dla a € (0, 1] jest zdefiniowana jako [42]:

A<} B < [BerA]*>0. (1.12)

gdzie A, B € F(R).
Innymi stowy, A <$ B <= [B or A]® C R, (gdzie R, jest zbiorem liczb rzeczywi-
stych dodatnich).

Ten porzadek zostal wprowadzony przez Urbanskiego w pracy [42, Rozdziat 5.3.3] za
pomoca rozmytego opisu komparatora w naukach pomiarowych. Wtasnosci tego porzadku

zostaly opisane w [48].

= X

Rysunek 1.3: Przyktad porzadku rozmytego, dla a; mamy A <7 B, lecz dla oy zbiory A
oraz B sa nieporownywalne

Definiujemy tez




1.5. PORZADKI NA ZBIORACH ROZMYTYCH.

oraz

(patrz Rys. 1.3.).

W powyzym ©7 jest odejmowaniem danym przez t— norme oraz < jest porzadkiem
przedzialowym (tzn. gdy I oraz J sa przedziatami, I < J gdy {j —i; j € Ji € I} C
(0,00). Rozwazany powyzej porzadek jest naturalnym uogdlnieniem porzadku przedzia-

towego [30].

Zauwazmy, ze zbiory rozmyte moga by¢ rozwazane jako rodziny a-przekrojow (patrz
Lemat 1.8), a wiec uogélnienie porzadku przedzialowego polega na wyznaczeniu dla kaz-

dego przekroju a relacji pomiedzy zbiorami rozmytymi na wzoér porzadku przedzialowego.

Poniewaz w zbiorze interwaléw mamy zdefiniowana arytmetyke [30], definicje porzadku

przedzialowego mozna zapisaé¢ przez odejmowanie i nieréwnos¢ ostra wzgledem zera:
a<b << b—a>0<+= {y—zlycborazz €a} CR, (1.13)
gdzie odejmowanie przedzialéw zdefiniowane jest poprzez [30]:

B—a:{y—x\xeﬁorazyeg}. (1.14)

W przypadku gdy zbiory rozmyte A oraz B sg dane jako funkcje charakterystyczne
przedzialéw @ oraz b, porzadek (1.12) to zwykly porzadek przedzialowy, a zatem jest
homotetyczny oraz spehia tzw. wtasnoéé Ferrersa. Niech @ = [a;,as] oraz b = [by, by],

gdzie aq < as, bl < bz, ay, az, bl, b2 € R. Zdeﬁnlujrny

_ 1 gdyzxea
Ax) = (1.15)
0 gdyzda
oraz
_ 1 gdyzeb
B(z) = (1.16)
0 gdyxé¢b

W takim przypadku, wynik odejmowania dwoch zbioréw rozmytych jest niezalezny od
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przyjetej t-normy. Istotnie, dla dowolnego « zachodzi
[Bor A" =b—a=[by,b] — [0, a2 (1.17)

gdzie — jest zwyklym (punktowym) odejmowaniem przedziatowym. To wynika np. z twier-
dzenia NFK (patrz (1.11)).

W teorii pomiaréow porzadek empiryczny jest zdefiniowany przez empiryczne poréwna-
nie dwoch obiektow albo sygnatéw [24]. Poréwnanie ze soba dwdch obiektéw jest mozliwe
przy pomocy komparatora, ktérym moze by¢ np. waga szalkowa lub komparator napiecia.
Wzér (1.12) opisuje dziatanie rozmytego komparatora jako uktadu, ktéry ustala porzadek

poprzez odejmowanie.
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Rozdziat 2

Pomiar 1 skale pomiarowe

2.1 Pomiar w teorii reprezentacji

7 punktu widzenia teorii reprezentacji, pomiar jest opisany przy pomocy homomor-
fizmu struktury empirycznej (X, <,0) w strukture matematyczna (Y, <,®) (patrz np.
(14, 13, 55, 34, 32, 24]):

x Ly, (2.1)

Struktura matematyczna Y opisuje wyniki pomiaru (wielkosci fizyczne) i reprezentuje
wilasnosci obiektow mierzonych. Odwzorowanie (homomorfizm) f : X — Y opisuje w
pewnym sensie proces poznania (z punktu widzenia wybranych wtasnosci). Takie odwzo-
rowanie nazywamy odwzorowaniem pomiarowym. Poprawnos¢ opisu rozwazanej struktury
przy pomocy f opiera si¢ na tym, ze f zachowuje strukture (jest homomorfizmem [32, 25]).
Kluczowsa role odgrywa to, czym dla nas w okreslonej sytuacji jest Y. Mozemy rozwazy¢

cztery przypadki:

1. Jedli Y = R oraz & = + to znaczy
f: (X, <,0) = (R, <,+)

to méwimy wtedy, ze pomiar jest idealny, bez btedow

2. JesSli Y =T oraz @ jest tzw. dodawaniem przedzialowym, to znaczy

f: (X, <,0) = (I,<,®),
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gdzie dla dwoch przedziatow I, Ir definiujemy tu

Il@fgz{a—l—b; ae[l,bEIQ},

to méwimy wtedy, ze pomiar jest opisany reprezentacja przedziatowa, a jego wynik

zawiera blad systematyczny.

3. Jesli Y = (P, X)), gdzie P jest jakas miara prawdopodobienistwa oraz X jest jakas

zmienng losowa, ponadto & = + to zwykte dodawanie, to znaczy

f:(X,<,0) = (P, X),<,+)

to mowimy wtedy, ze pomiar jest opisany reprezentacjg probabilistyczna, a jego
wynik zawiera btad przypadkowy. Reprezentujemy wynik pomiaru zmienng losowa,

odchylenie standardowe wyraza rozrzut.

4. Jesi Y = (F(A),A) oraz & = + to znaczy

f(X,<0) = (F(A), A), <, +)

to mowimy wtedy, ze pomiar opisany jest zbiorem rozmytym.

Innymi stowy f musi by¢ reprezentacja struktury empirycznej X w strukture alge-
braiczng Y. Jesli odwzorowanie pomiarowe f jest izomorfizmem, to nazywamy je silng
reprezentacja i mozemy wtedy zatozy¢, ze matematyczna struktura Y idealnie odzwiercie-
dla strukture empiryczna Y. Natomiast w przypadku, gdy f jest jedynie homomorfizmem
(ale nie izomorfizmem), nazywamy je staba reprezentacja. W tej pracy ,staba reprezen-
tacje” nazywamy reprezentacja.

W przypadku pomiaréw wielkosci fizycznych (atrybutéw fizycznych) mamy do czynie-
nia z pomiarami wielkosci ekstensywnych (czyli pomiarami w skali ilorazowej), dlatego

wyposazamy empiryczng strukture X w dwie empiryczne operacje:
(R1) operacje por6wnania obiektéw przy uzycia komparatora (np. wagi szalkowej),
(R2) operacje sktadania obiektow.

Z matematycznego punktu widzenia struktura empiryczna X jest wyposazona w dwie

relacje oparte o te powyzsze operacje, mianowicie:
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1. relacje binarng < oparta na empirycznym poréwnaniu obiektéw (ogélnie relacja
< moze by¢ przeciwzwrotna, tu przyjmujemy, ze < jest dowolnym uogoélnionym

porzadkiem przedzialowym (z wlasnosciag przechodniosci)),

2. binarna (tzn. dwuargumentowa) relacje addytywna @ oparta na empirycznym skta-

daniu obiektow.

Rozwazmy strukture empirycznag X = (X, <,0), gdzie X jest zbiorem obiektéw na
ktorym jest zdefiniowana binarna operacja sktadania obiektéw o oraz binarna relacja po-
rownywania obiektéw < dana przy pomocy komparatora, polegajaca na porownywaniu
wartos$ci mierzonych wielkosci fizycznych danych obiektéw (np. poréwnujac dwa obiekty
przy pomocy wagi szalkowej sprawdzamy, ktéry z nich jest ciezszy). Jesli istnieje homo-
morfizm [32, 34] struktury empirycznej (X, <,0,) w strukture algebraiczna liczb rzeczy-
wistych (R, <, +) gdzie < jest porzadkiem liniowym na R oraz ,+” jest dodawaniem liczb
rzeczywistych), to porzadek moze by¢ zdefiniowany przez operacje ,—” przeciwnag do do-
dawania: a < b < a — b < 0, gdzie 0 jest liczba zero w R (czyli elementem neutralnym
dodawania). Zauwazmy, ze ze wzgledu na réwnosé (a +b) — b = a (dla a,b € R) mozna
stwierdzi¢, ze zwykta operacja odejmowania dla liczb rzeczywistych jest odwrotnoscia ope-
racji dodawania. W pracach [22, 40, 34, 32| zajmowano sie warunkami gwarantujacymi
istnienie rozwazanego tu homomorfizmu struktur. Samo istnienie takiego homomorfizmu
(reprezentacji struktur) ze struktury empirycznej w strukture algebraiczna implikuje, ze
pomiar opisany przez ten homomorfizm jest pomiarem idealnym bez btedéw pomiaro-
wych. W celu opisania pomiaréw obarczonych btedami mozna albo uzy¢ reprezentacji
przedzialowej [15, 32], albo modelu probabilistycznego [35] albo modelu opartego o zbiory
rozmyte [26, 44]. Wtedy operacja odejmowania przedzialéw, zmiennych losowych albo
zbioréw rozmytych nie jest przeciwna operacja do operacji dodawania ,tzn. (a+b) —b # a
w tych przypadkach.

W naszej pracy zakladamy, ze mozna opisa¢ strukture empiryczna poprzez homo-
morfizm w strukture rozmyta (F, <7, ©7). Nie zajmujemy sie tu problemem, kiedy taki
homomorfizm istnieje. Wtasnosci homomorfizmu zalezg od wlasnosci relacji porzadku.

W przypadku porzadku liniowego (porzadek ten jest zwrotny, antysymetryczny i prze-
chodni oraz kazde dwa elementy rozwazanego zbioru mozna ze sobg poréwnaé (patrz
definicja w rozdziale ponizej)) pokazuje sie istnienie homomorfizmu w liczy rzeczywiste.

Taki homomorfizm opisuje pomiar idealny bowiem zdefiniowana jest relacja rownowaz-
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nosci (zgodna z porzadkiem) pozwalajaca na podziat zbioru elementéw rzeczywistosci na
klasy rownowaznosci i pomiar jest idealny w sensie tego, ze nie ma btedéw. Reprezentacja
przedziatowa opisuje btedy systematyczne czyli takie ktorych nie da sie zmniejszy¢ przez
usrednianie danych. Efekt zmniejszania niepewnosci przy usrednianiu danych mozliwy
jest dla porzadkow stochastycznych (tu brak teorii reprezentacji dla probabilistyki) oraz
porzadkéw rozmytych zaproponowanych w [42]. Wlasnosci takich porzadkéw opisane sa

w pracy [48].

2.2 Skale pomiarowe

Formalne definicja pomiaru ksztaltowala sie w tle wielu sporéw i nieporozumien, ktére
byly wynkiami r6znych intuicji, ktére ludzie mieli na ten temat (patrz [39]). Przyjeto,
ze pomiarem nazywamy przyporzadkowanie obiektom wartosci wedtug ustalonych zasad
([39]). Zatem przyporzadkowanie to zalezy od regut, wedtug ktorych przyporzadkowujemy.
Prowadzi to do wyrdznienia réznych skal pomiarowych oraz réznych rodzajow pomiaru.
Oto wyjasnienie réznych skal pomiarowych uzywanych w statystyce i badaniach nauko-
wych. Istnieja cztery podstawowe skale pomiarowe ([39]): nominalna (ang. nominal), po-
rzadkowa (ang. ordinal), interwalowa (ang. interval) i ilorazowa (ang. ratio). Kazda skala
posiada specyficzne cechy, ktére determinuja sposéb analizy i interpretacji danych. Wy-

mienimy ponizej te skale z drobng ich charaketerystyka.

1. Skala Nominalna
* Reprezentuje dane bez wewnetrznego porzadku
e Uzywana do etykietowania lub klasyfikacji danych

» Uzywana do danych, ktérych nie mozna matematycznie manipulowaé (np. dodawaé

do siebie)
* Przyktady danych pomiarowych: pte¢, kolor oczu, grupa krwi, narodowos¢
2. Skala Porzadkowa
* Reprezentuje dane z tzw. ranga (np. twardo$¢ mineratu)

* Roznice miedzy warto$ciami nie sg jednolite ani precyzyjnie mierzalne
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Przyktady danych pomiarowych: twardos¢ mineratu, ocena satysfakcji klienta, po-

ziomy wyksztalcenia
. Skala Interwalowa
Zawarte sa w niej miary statystyczne, np. przedzial ufnosci

Nie ma tzw. punktu zerowego. Ten punkt odniesienia, jakim jest punkt zerowy, jest

punktem umownym.

Pozwala na dodawanie i odejmowanie mierzonych danych (uzywajac arytmetyki

przedziatowej)

Przyktady danych pomiarowych: temperatura w salach Celsjusza lub Fahrenheita,

lata kalendarzowe

. Skala Ilorazowa

Jest najczesciej uzywana w fizyce

Posiada prawdziwy punkt zerowy (np. zero abolsutne—tzn. bezwzgledne)

Na danych mozemy wykonywaé operacje arytmetyczne, wedtug klasycznych regut

arytmetyki (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie)
Mozliwe sg poréwnania i obliczanie proporcji

Przyktady danych pomiarowych: wzrost, waga, wiek, dochéd, liczba dzieci

Zrozumienie zastosowania tych czterech skal pomiarowych pomaga wybiera¢ od-
powiednie metody statystyczne i techniki analizy danych w zaleznosci od rodzaju

posiadanych danych.
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Rozdzial 3

Niepewnos¢ w modelu probabilistycznym i

zbiorow rozmytych

W celu opisu niepewnosci w modelu zbioréw rozmytych opiszemy podstawowe pojecia
modelu zaré6wno probabilistycznego, jak i opartego o zbiory rozmyte. W modelu proba-
bilistycznym zaktada sie, ze zarowno wynik pomiaru, jak i btad sg zmiennymi losowymi.
W modelu zbioréw rozmytych wynik pomiaru i btad sg zmiennymi rozmytymi. Oba te

pojecia sg opisane w podrozdziatach ponizej.

3.1 Zmienna losowa

Punktem wyjscia dla teorii prawdopodobienstwa jest miara probabilistyczna zdefinio-
wana na rodzinie podzbioréw przestrzeni zdarzen elementarnych. Formalnie rzecz biorac,
potrzebujemy matematycznej struktury, nazywanej o—ciatem. Pozwoli to nam formalnie
rozwazaé prawdopodobienstwo np. teoriomnogos$ciowej sumy albo iloczynu dwoch zdarzen
elementarnych.

Niech Q oznacza zbiér zdarzen elementarnych i niech 2% oznacza tzw. zbiér pote-
gowy zbioru €2, tzn. zbiér wszystkich podzbioréw zbioru €2, tacznie ze zbiorem pustym ()
i caltym zbiorem (2. Teraz potrzebujemy jeszcze struktury, ktéra bedzie zawieraé teoriom-

nogosciowe sumy i iloczyny zbioréw wzietych z 2.

Definicja 3.1. Rodzine podzbioréw F C 29 nazywamy o—cialem, gdy spelione sa naste-

pujace warunki:
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e zbiér pusty nalezy do F tzn.
heF

* dopetnienie zbioru nalezacego do F nalezy do F tzn.

AcF=X\AeF

* suma przeliczalnie wielu zbioréw nalezacych do F nalezy do JF, tzn.

A Ay, e F=>JAeF

i=1

Prawdopodobienstwo jest funkcja dobrze okreslong na o—ciele F.

Definicja 3.2. Prawdopodobienstwem nazywamy dowolng funkcje P o wartosciach w zbio-

rze [0, 1], okreslong na o-ciele zdarzen F C 2, spetniajaca warunki:

(i) P(B) > 0 dla kazdego B € F

(iii) Jesli B; € Fdlai=1,2,--- oraz B;N B; =0 dla i # j to:
p (U Bz-> =>_ P(B)). (3.1)
i=1 i=1

W szczegdlnosci
k k
P (U Bi> = Z P(B;) dla k € N. (3.2)
i=1 i=1

Warunek (iii) oznacza, ze miara probabilistyczna jest skoniczenie lub przeliczalnie ad-
dytywna. Tréjke (2, F, P), gdzie 2 jest zbiorem, F jest o-cialem, natomiast P jest miara

probabilistyczna na F, nazywamy przestrzenia probabilistyczna.

Definicja 3.3. Sume zbioréw nazywamy przeliczalna, jesli jest ona skonczona suma zbioréw
A U...UA, lub sumg zbiorow indeksowang liczbami naturalnymi, tzn. A; U Ay U ... =
U A,. Podobnie okreslamy przeliczalny przekrdj zbioréw czy dopelnienie (dopelnienie
n=1

skonczonej sumy lub dopelnienie sumy nieskonczonej, ale indeksowanej liczbami natural-

nymi).

Definicja 3.4. Zbiér borelowski to taki zbior, ktéry mozna uzyskaé ze zbiorow otwartych

za pomoca przeliczalnych sum, przekrojow badz dopetnien.
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Definicja 3.5. Zmienna losowa na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P) nazywamy do-
wolng rzeczywista funkcje mierzalng X: €2 — R, tzn. funkcje X spelniajaca warunek

XY B) € F dla kazdego zbioru borelowskiego B C R.

Mozna powiedzie¢, ze zmienna losowa przypisuje liczbe rzeczywista danemu wynikowi

eksperymentu losowego.

Przyktad 3.6. Rzut moneta: zdarzeniu ,jorzet” przypisujemy 1, natomiast zdarzeniu ,reszka” przypisujem

0 (mamy tu tzw. zmienng losowa dyskretna).

Zmienna losowa X indukuje na R miare probabilistyczng pux zwana jej rozktadem:

px(S) = P(X7H(S)), (3.3)

gdzie S C R. Najczesciej uzywana jest notacja P(S) zamiast P(X 1(S5)).

Miara P zadaje dystrybuante zmiennej losowej wzorem:
F(z) = jix ((—o0,2]) = P (X~} (~00,1]) (= P(X < 2)). (34)

Dystrybuanta F(z) zmiennej losowej X wyraza prawdopodobienstwo tego, zmienna lo-
sowa X przyjmie wartos¢ mniejsza, badz réwna od x.

Podstawowe wtasnosci dystrybuanty to:

4. x <y = F(z) < F(y) (dystrybuanta jest funkcja niemalejaca).

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X zadany moze by¢ poprzez dystry-

buante lub poprzez funkcje gestosci prawdopodobiefistwa fx (jesli istnieje):

px(8) = PIXT(8) = [ fx(w)da (3.5)

zeS

Funcje gestosci wprowadza si¢ dla zmiennych losowych ciggltych. Podstawowe wtasnosci

funkeji gestosci prawdopodobienstwa fx () to:
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L fx(z) >0

2. [ fx(z)de =1

dF
3. fx(z) = c)l((x) (dla zmiennej losowej ciaglej X funkcja gestosci jest pochodna
x
dystrybuanty).

Z definicji funkeji gestosci prawdopodobienstwa fx(x) wynika praktyczny sposéb ob-
liczania prawdopodobienstwa, ze warto$¢ zmiennej losowej znajduje sie w okreslonym

przedziale, powiedzmy [a, b]:
b
Pla< X <b) = / Fx()da (3.6)

Dalej bedziemy zaktadac¢, ze w przypadku badania zjawisk fizycznych mierzalnych
ilosciowo (w skali ilorazowej) istnieje funkcja rozktadu prawdopodobienstwa opisujaca te
zjawiska.

Prog opisuje odréznialnosé i porzadek zmierzonych wielkosci, czyli prég powinien by¢
tak zdefiniowany, aby zadawal porzadek < zmiennych losowych. Zatézmy, ze odréznialnosé
dwéch pomiaréw opisanych zmiennymi losowymi X¢ i X° oznacza, ze prawdopodobien-
stwo przeciecia sie dwoch zmiennych losowych opisujacych dwa pomiary jest wystarcza-

jaco mate. Wyrazimy to przez prawdpodobienstwo réznicy zmiennych losowych:
X< X" P (X" = X">0) > p, (3.7)

gdzie py. jest prawdpodobienstwem bliskim jednosci, okreslajacym stopien zaufania relacji
X < Xt
Warunek (3.7) mozna wyrazi¢ przy pomocy promienia przedziatu ufnosci. Zdefiniujemy

przedziat ufnosci wokét punktu zy o promieniu U,(X) jako:
P(zg—Uy(X) < X <z9+Uy(X))=p (3.8)

gdzie x( jest tak dobranym punktem, aby:

P(—00 < X < 29— Uy(X)) = P (o + Up(X) < X < +00) = 1;3 o (39)

Wielko$¢ U,(X) opisuje niepewnos¢ rozszerzong w teorii niepewnosci.
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Warunek P (X > 0) > p, wyrazi¢ mozna jako xo — U,(X) > 0. Jedli zalozymy, ze
rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X jest symetryczny, to xg = E(X). Po

zastosowaniu tego do zmiennej losowej X¢ — X° otrzymujemy:

X< X'e B(X-X") -U(X"-X") >0 (3.10)

Czyli:
X< X' B(X)+U (X" - X") < E(X") (3.11)

Progiem opisujacym porzadek zmiennych losowych jest zatem niepewnos¢ roznicy

zmiennych losowych reprezentujacych poréwnywane obiekty:

(X, X" =U (X" = X7) (3.12)

3.2 Zmienna rozmyta

W definicji zbioréw rozmytych Zadeh nie konstruowat zbioru rozmytego jako rozktadu
zmiennej rozmytej. Takie podejscie zaproponowal Nahmias [31], proponujac strukture
definicji miar rozmytych analogiczng do aksjomatyki probabilistyki. W tym ujeciu od-
wzorowanie pomiarowe

P: 0 — R,

gdzie () to zbiér obiektéw mierzalnych, jest traktowane jako zmienna rozmyta. W ogdlno-
Sci, zmienna rozmyta & to funkcja o wartosciach rzeczywistych, zdefiniowana na zbiorze
wzorcow I') tzn. £ : I' — [0, 1]. Zmienna rozmyta jest miara wielkosci mierzonej: £(7y) jest
wartoscig wielkosci zmierzonej dla wzorca v € T'.

Podobnie jak w probabilistyce, definiuje si¢ miare mozliwosci II : 2U' — [0, 1], gdzie T
to zbiér wzorcéw . Miara mozliwosci jest unormowana i maksytywna: I1()) = 0, II(T") = 1
oraz II(D U B) = max(II(D),II(B)) dla kazdych D, B € I', gdzie T-norma reprezentuje

7

logiczng koniunkcje ,i” w logice rozmytej. Trzeba tu jasno podkresli¢, ze jest ona zdefi-

niowana na kwadracie [0, 1] x [0, 1], wiec w szczeg6lnosci np. 7'(0.2,0.3) ma sens. Funkcja

17Zbiér wzorcéw to zbiér cial bedacych wzorcami np. zbiér odwaznikéw
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przynaleznosci jest rozktadem zmiennej losowej rozmytej &:
Ag(x) =TI(¢7 (@) (3.13)

Pomiar w ujeciu rozmytych zmiennych losowych polega na wyznaczeniu miary podo-
bienstwa badanego obiektu do zbioru wzorcéw I'. Narzedziem pozwalajacym pordéwnad

dany obiekt z elementami zbioru wzorcoéw jest komparator.

3.3 Niepewnosc

Na poczatku przedstawmy podstawowe zalozenia dotyczace niepewnosci, nastepnie
wniknijmy w jej definicje probablilistyczng oraz fuzzy. Przedstawimy nasze rozwazania w

postaci krotkich podrozdziatéw ponizej.

3.3.1 Podstawowe zatozenia teorii niepewnosci

1. Blad jest r6znica pomiedzy wynikiem pomiaru a wartoscia prawdziwa. Bledu i war-

tosci prawdziwej nie znamy.

2. Niepewnos$¢ jest parametrem rozktadu btedu. Np.:odchylenie standardowe, promien

przedzialu ufnosci, przekrdj zbioru rozmytego.

3. Metody estymacji niepewnosci dzielimy ze wzgledu na zrédto informacji o niepew-

nosci

* metoda A: seria danych i metoda statystyczna,

* metoda B: zasady oceny eksperckiej - ,fuzzy”.

4. Sktadanie sktadowych niepewnosci odbywa si¢ zgodnie z zasadami matematycznymi
sktadania rozktadéw (dodawanie zbioréw rozmytych jest analogiczne do wyznacza-

nia rozktadu sumy zmiennych losowych).
5. Niepewnos$¢ rozszerzona - promien przedziatu ufnosci estymatora mesurandu,

6. Algorytm praktyczny wyznaczania niepewnosci rozszerzonej jako promienia prze-

kroju zbioru rozmytego.
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3.3.2 Btlad pomiaru i modele btedow

Jesli zatozymy, ze istnieje wartosé prawdziwa dla danego pomiaru, to mozemy wynik
pomiaru zapisaé jako:

gdzie zo-warto$¢ prawdziwa oraz 6 X-blad (prawdziwy), natomiast X-wynik pomiaru.

Wyrézniamy teraz dwa modele btedow:

1. model probabilistyczny z miara addytywna prawdopodobienstwa P, czyli X i 0.X—

zmienne losowe,

2. model zmiennej rozmytej (zbioréw rozmytych) z maksytywna miara mozliwosci I,

czyli X i 0 X—zmienne rozmyte,

— model przedziatowy jako szczegdlny przypadek zbioréw rozmytych (funkcja przyna-

leznosci jest prostokatna)

3.3.3 Niepewnos¢ jako parametr rozktadu btedu

W dwoch réznych podejsciach niepewnosé moze by¢ traktowana jako parametr odpo-

wiedniego rozktadu btedu.

1. 6 X-—zmienna losowa
niepewnos¢ = parametr rozktadu prawdopodobienstwa bledu charakteryzujacego

rozrzut,

2. 0 X—zmienna rozmyta
niepewnos¢ rozmyta = parametr rozktadu mozliwosci btedu (czyli parametr zbioru

rozmytego).
Dodajmy wyjasnienie, o jaki parametr rozktadu prawdopodobienstwa nam chodzi.
1. Odchylenie standardowe zmiennej X oznaczamy przez u(X) = s(®(X))

2. Niepewnos¢ rozszerzona U, na poziomie ufnosci p—promien przedziatu ufnosci - daje
pelna informacje o rozktadzie, daje podstawe decyzji dla okreslonego prawdopodo-

bienstwa p

31



ROZDZIAL 3. NIEPEWNOSC W MODELU PROBABILISTYCZNYM I ZBIOROW
ROZMYTYCH

Jesli chodzi o model rozmyty, to parametrem zbioru rozmytego bedzie promien prze-

kroju zbioru rozmytego.

1. Promien przekroju na poziomie « oznaczamy przez rad([A]*)

2. W zbiorach rozmytych nie ma naturalnego odpowiednika odchylenia standardowego

g flx)
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o 5 /P/
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Rysunek 3.1: przedzial ufnosci i przekréj zbioru rozmytego

3.3.4 Addytywnos¢ btedu i sktadanie niepewnosci

W pomiarze wielkosci ekstensywnych sktadowe btedu mozna roztozy¢ na sktadowe:

N
60X =) 60X, (3.15)

i=1

Na podstawie zasady dodawania zmiennych losowych wyprowadza si¢ sktadanie nie-
pewnosci.

Przyktad: niepewnosé¢ standardowa. Jesli sktadowe 6 X; sa niezalezne to:

uX)=o0(X)=0 (Z:l 5XZ~> =, ZUQ(Xi) (3.16)

Sume btedéw liczymy z reguty:

_of of
67 = 56X + ay(sy (3.17)
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3.3.5 Sktadanie niepewnosci rozszerzonej dla dwoch cztonow

Zal6ézmy, ze btad mozna rozdzieli¢ na dwie sktadowe, tzn.:
0X =0X; +0X, (3.18)

Symbole 6X; i 60X, oznaczaja zmienne losowe reprezentujace btedy. Wtedy niepewnosé

rozszerzong btedow otrzymujemy w kolejnych krokach:

1. z danych doswiadczalnych (serii pomiaréw) wyznaczamy rozktad X i X5 i wartosé

mesurandu - zazwyczaj srednia,

2. wyznaczamy rozktad zmiennej losowej 6 X:

Floxyox) (21, 22) = C(F1(21), Fa(2)) (3.19)

gdzie F; jest dystrybuanta btedu 0.X; oraz C' jest funkcja kopuli opisujaca korelacje

zmiennych losowych.

3. rozktad gestosci prawdopodobienstwa btedu ma wigc postac:

fox(x) = // fx1.6x2) (%1, v2)d1dy (3.20)

xr1+To=2

. 2
gdzie: fsx, 5x0) (21, 22) = deilTIQF(zSX,&Xg)(xme)

4. numerycznie wyliczamy przedzial ufnosci I, dla zadanego p.

3.3.6 Skladanie niepewnosci rozmytej

Zal6ézmy, ze mozna wyrdzni¢ dwie sktadowe btedow: 0.X = 6 X; + 0X,. Symbole 6.X; i
0X5 oznaczaja zmienne rozmyte reprezentujace bledy.

W teorii zbioréw rozmytych réwnanie zapiszemy to w postaci sumy zbioréw rozmytych:
0X = 0X; Br X, (3.21)

gdzie 6.X oznacza zbiér rozmyty zmiennej 0.X czyli rozklad zmiennej rozmytej 6.X,

@r - operacja dodawania zbiorow rozmytych opisujaca rozktad zmiennej. Rownanie to
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zastepuje réwnanie dla rozktadéw (3.20). Operacja dodowania jest dla konkrektnej 7-

normy wyznaczona przez tzw. Zasade Rozszerzen Zadeha (tw 1.11).

3.4 Transformacja prawdopodobienstwo-mozliwosé

Przestrzen probabilistyczna to trojka (2, B, P), gdzie 2 jest niepustym zbiorem, zwa-
nym przestrzenig zdarzen elementarnych, B jest tzw. o-ciatem, przestrzenia zdarzen loso-
wych oraz P jest miara probabilistyczna (o wartosciach w zbiorze [0, 1]).

Przestrzen mozliwosci to para (I',IT), gdzie T" jest zbiorem wzorcéw oraz II jest miara
mozliwosci. Zauwazmy, ze sigma algebra (sigma cialo) nie jest tu obecne, bo miara moz-
liwosci jest maksytywna (a nie multiplikatywna jak w przypadku klasycznej miary praw-
dopodobienstwa). Innymi stowami, miara mozliwosci wybiera te zdarzenia, ktére lepiej
spelniaja zadane kryteria.

Aby skonstruowaé transformacje struktury probabilistycznej w strukture rozmytg, na-
lezy zauwazy¢, ze obie moga by¢ uwazane za struktury algebraiczne: (F,®), gdzie F
jest zbiorem zmiennych losowych albo zmiennych rozmytych oraz @ jest dodawaniem
zmiennych losowych albo zmiennych rozmytych. Operacja dodawania zalezy od wtasciwo-
Sci miary losowej lub miary rozmytej odpowiednio dla zmiennych losowych i rozmytych.
Istnieje wiele takich transformacji w literaturze, ale tu zakltadamy, ze transformacja ta
zachowuje dodawanie oraz promien przedzialu ufnosci mediany estymatora (patrz[41, 42]).

Niech T' bedzie ciagly i archimedejska t-normg z addytywnym generatorem ¢. Niech
a € (0,1] oraz A € FK(R). Wtedy dla N = 2n + 1:

Medy(A)]" = [4]" (¥ (3.22)

dla kazdego « € (0, 1].
Przedzial ufnosci na poziomie prawdopodobienstwa p mozna wyznaczy¢ za pomoca

réwnania:

P(I,) =p (3.23)

Niepewnosé¢ rozszerzona na poziomie ufnosci p jest réwna promieniowi (rad) przedziatu
ufnosci. Oznaczamy U, = rad([,). Definicja niepewnosci rozszerzonej w Przewodniku jest

niejednoznaczna: zaktada sie, ze przedzial ufnoéci mozna zastosowaé tylko do metody A.
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Jest to niesp6jnosé, ktorej chcemy uniknac.

Proponujemy jednolity opis w strukturze rozmytych zdan. Zaktadamy, ze przedziat
ufnosci odpowiada a-przekrojowi (przekrojowi na poziomie «) zbioru rozmytego repre-
zentujacego wynik pomiaru. W niektérych artykutach zaktada sie, ze mozna powigzaé
a-przekroj z poziomem ufnosci danym przez p = 1 — a. To moze by¢ réwniez uogdlnione
dla innych przypadkow. Zaktadajac, ze relacja miedzy poziomem ufnosci a poziomem
rozmytym przyjmuje postaé¢ p = 1 — «, otrzymujemy rozmyty zbiér Ay, ktéry reprezen-
tuje zmienng losowa X. Rozmyty zbiér Ax jest dany przez dystrybuante Fx zgodnie z

réwnaniem:

Ax(a) = 2Fx () for =< Me(X) (3.24)
2—2Fx(xz) for x> Me(X)

gdzie Me(X) jest mediana zmiennej losowej X oraz F'y jest dystrybuanta zmiennej losowej
X.

Zbiory rozmyte otrzymane z transformacji prawdopodobienstwo-mozliwosé opisuja
sktadowa niepewnosci typu A, podezas gdy réwnania (3.24) definiuja zbiér rozmyty typu
L— R (dla rozkladéw jednomodalnych, tzn. takich, ktére maja jedna warto$¢ maksymalna
(modalna)).

Rozktad zmiennej rozmytej reprezentujacej btedy typu B jest wyznaczony na podsta-
wie decyzji eksperta, tj. zbioér rozmyty reprezentujacy btedy typu B jest wyznaczony na
podstawie dotychczasowego do$wiadczenia oraz na podstawie ogdlnej wiedzy. Na przyktad,
jesli uznamy blad typu B za systematyczny, mozemy przedstawi¢ go za pomoca funkcji
charakterystycznej przedziatu. Jest tak dlatego, ze btedy systematyczne sa modelowane
w przedziatach, podczas gdy rozktad jednostajny takze reprezentuje przedziat.

Zbior rozmyty A reprezentujacy sume btedéw typu A i B ma rozklad dany przez sume

zbioréw rozmytych Ay i Ag:

[A]* = [Aa &7 Ap]* = [A4]* + [Ap]° (3.25)

Jedli btad typu B ma rozktad prostokatny, otrzymujemy arytmetyczng sume niepew-
nosci dla niepewnosci potaczone;j.

Zaproponowana przez prof. Urbanskiego ([42]) transformacja prawdopodobiefistwo-
mozliwos¢ (ang. possibilisty-probability) przeksztatca rozktad prawdopodobienstwa w zbior

rozmyty tak, aby niepewnos¢ rozszerzona obliczona dla modelu probabilistycznego byta
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réwna niepewnosci obliczonej dla modelu rozmytego (ang. fuzzy approach). Na rysunku
3.2 pokazano jakosciowo rozktad probabilistyczny i zbiér rozmyty. Przedzial ufnosci [a, b]
na poziomie p definiujemy jako przedzial speliajacy warunek P(X € [a,b]) = p. Niepew-
nosé¢ rozszerzong oznaczamy przez Uy(X) = rad(l,). Niepewnos¢ fuzzy oznaczamy przez

rad([Ax]®). Aby niepewno$¢ rozszerzona byta réwna klasycznej musimy wiedzieé, ze

[Ax]|* =1, = [a,b].

To jest zatozenie transformacji prawdopodobienstwo-mozliwo$¢ (ang. probability to po-

ssibility).

5\

ﬂ/b

Rysunek 3.2: Rozklad gestosci prawdopodobienstwa fx () zmiennej losowej X i rozktad
mozliwoéci Ax(z) zmiennej rozmytej (zbiér rozmyty). Przedzial [a,b] jest przedziatem

ufnosci na lewym rysunku i a-cut zbioru rozmytego Ax na prawym.

Zatézmy teraz, ze Fx jest ciagta dystrybuanta zmiennej losowej X (na pewnej prze-

strzeni probabilistycznej). Zdefiniujmy

el () 50 (2]

gdzie p € (0,1). Zauwazmy, ze {I,}pc(0,1) jest rodzing zgodna [51]. Zatem w mysl powyz-

szych rozwazan zachodzi
— L, (1=p L (1+p
[Ax]* = I, = {Fxl (2 > 7FX1 ( 9 ﬂ .

Zauwazmy tez, ze odwrotna transformacja dana jest przez:

Fy() = A<f) for x < Me(X) (3.26)
1—3A(z) for x> Me(X),

2

N =

gdzie Mex jest mediang zmiennej losowej X.

Zatozmy teraz, ze zbiory rozmyte Ax oraz Ay sg wyznaczone przez X oraz Y odpo-
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Przedziat ufnoscidlap=1-«a

Rysunek 3.3: Konstrukeja funkeji przynalezno$ci z zatozenia, ze a-przekrdj wyznacza prze-
dzial ufnosci.

wiednio. Rozwazmy Z = X + Y. Wtedy tzw. Zasada Rozszerzona Zadeha moéowi nam,
ze:

Az(2) = Ax1v(2) = (Ax ©r Ay)(2) = sup(T'(Ax(z), Ay (y)); v + y = 2),

dla dowolnych z € R, gdzie T jest jaka$ zadana t-norma.

Mozna zatem zapytacé, czy Az wyznaczone z transformacji prawdopodobienstwo-mozliwosé
jest takie samo, jak A, dane powyzej. To prowadzi do fundamentalnego pytania, jaki jest
zwiazek funkcji Copuli z podejécia probabilistycznego do zadanej T-normy z podejscia

fuzzy. Opiszemy to doktadnie w ponizszym podrozdziale.

3.4.1 Transformacja prawdopodobienstwo-mozliwos¢: warunek zgodnosci.

Zgodnie z tw. Sklara istnieje funkcja C' : [0,1] x [0,1] — [0,1] (tzw. funkcja Co-
puli), ktéra jednoznacznie okresla taczny rozklad prawdopodobienistwa, jesli dystrybuanty

Fx(z), Fy(y) oraz Fxy(z,y) sa ciagle:
Fxy(z,y) = C(Fx(x), Fy (y))- (3.27)

To pozwala nam uzyskaé rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej Z = X + Y.

Majac powyzsze na uwadze, mozemy zapytac, jaka jest relacja miedzy t-normg 7T a
funkcja Kopuly C| aby uzyskaé ten sam rozktad (np.) sumy zmiennych losowych: Fy_x vy

dla przypadku klasycznego i rozmytego?
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Mamy
[Az=x1v)]" = [Ax ©r Ay]|* = U ([Ax]°UAY]T) =
{EMHT(Em 2o}
_ a(1=p 1(1_7) (140 1(1+7)
= T(1—ﬂy—7)>a [FX <2 ) + Fy 5 Fy 5 + Fy — )|

gdzieE=1—-0B,n=1—1.

7, drugiej strony

Aby zatem zapisa¢ sume jako jeden przedzial, musimy zminimalizowac:

() (59

() ()

na zwartym podzbiorze (podzbiorze [0,1]?) {(1—3,1—7),T(1—-3,1—7) = a} (zaktadamy

oraz zmaksymalizowaé

tu, ze T jest ciagla T-norma).

Zatem

4, (1-=D . 4 (1=-p7 S (1=7
(5= (S0 e ().
Z 2 {1-B1-),T(1=B,1—7)=a}  ~ 2 Y 2

oraz dla prawego konca

. /1+p L, (1+0 /14y
() s e () (150,
Z 2 {(1-B1-),T(1-,1—7)=a} ¥ 2 Y 2

Podstawiajac k = 1%1’,5 = %, n= 1_77 otrzymujemy

F (k) min F3HE) + Fyt(n).

T {(2e20) T(26.2n)=2r)

Aby zminimalizowa¢ oraz zmaksymalizowa¢ mozemy np. uzy¢ Metody Mnoznikow La-
grange’a.

Stosujac ta metode, przy zalozeniu, ze t-norma T jest rézniczkowalna mininimalizu-
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jemy funkcje I:

I(§,m) = Fx'(€) + Fy (n) + AT(&,n). (3.28)

Rézniczkujac po € i n mamy uktad réwnan:

dF'(€) |, 9T(&n)
2
i +A o€ (3.29)
dFy?
Vi) 0T )
d¢ on
Dystrybante Fz(z) wyznacza sie ze wzoru:
Fy'(k) = Fx'(€) + Fy ' (n) (3.30)
dla k =T(&,n) i dla & i n wyznaczonych z (3.29).
Zauwazmy, ze uklad (3.29) implikuje, ze:
AT dFy'(n) AT dF'(§)
¢ dn  dnp  dg
TEmn) = r(=~r(&n))
dFy? dFy?
W tym réwnaniu dane jest —- (n) oraz —= () (znamy to od poczatku), i chcemy

dn dg

je rozwigza¢ ze wzgledu na T. Nasze roéwnanie jest roOwnaniem liniowym czastkowym
pierwszego rzedu, i mozemy je rozwigzaé¢ metoda charakterystyk—Iinii, wzdtuz ktorych
rozwigzujemy réownanie, a ktore pokrywaja cala dziedzine, na ktorej nasze rownanie jest

zdefiniowane. Zauwazmy, ze roonanie mozna przepisa¢ w nastepujacy sposob:

dFy'(n) dFx'(€)\ (dT dT
< T de ><d§d77>

dT dTr

Podstawmy =(s) = T(€(s). n(s)). Weedy 2(s) = (5. 5

Yo (&'(s),n'(s)). Teraz znajdzmy
charakterystyki : jesli

)~ )
o = 4P
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dFy! dFy!
(mozemy to rozwiaza¢, bo znamy M oraz —M oraz warunki poczatkowe

dn d§

zadania), to uzywajac naszego réwnania mamy :

tzn. z(s) = T(&(s),n(s)) = const = z(0) = T(&,m0) = K(&o,M0). Zatem T jest stale
na tzw. charakterystykach. Reasumujac, znalezliSmy funkcje T'(§,n) ktéra jest stala na
charakterystykach - krzywych pokrywajacych dziedzine, i wychodzacych od warunku po-

czatkowego zadania—tzw. punkt poczatkowy.

Jaki jest zatem zwiazek t-normy 7' z funkcja koputy C'?7

Odpowiedz : dla dowolnego x € [0;0.5] musi zachodzi¢ nastepujace réwnanie

S=TEN= [ [ s min (Fo(e) 4 Fo () G MEd

T(Em=r
Zatem warto$¢ catki z C, , po powierzchni wyznaczonej przez T'(&,n) = £ (réwnaniem

FHO+Fyt(n) = T(rgni)n_H(F)}l(g)%—Fgl(n)) ) musi by¢ réwna x dla dowolnego x € [0;0.5].

)

I to jest poszukiwany zwiazek na C' (a wladciwie na C, ).

3.4.2 Transformacja prawdopodobienstwo-mozliwo$¢ jako homomorfizm

struktur.

Zauwazmy, ze transformacja prawdopodobienstwo-mozliwos¢é moze by¢ traktowana
jako odwzorowanie ze struktury probabilistycznej w strukture fuzzy. Scisle rzecz biorac,

mozemy zdefiniowaé¢ odwzorowanie
o< By <, 4+ >—=< Fp, <p,+71 >

dane przez




3.4. TRANSFORMACJA PRAWDOPODOBIENSTWO-MOZLIWOSC

Tu chcemy podkresli¢, ze transformacja probability-possibility jest zdefiniowana przy uzy-

ciu dystrybuanty zmiennej losowej X . Zauwazmy wtedy, ze
(X +Y) = Axiy = Ax @1 Ay = o(X) @7 oY),

zatem ¢ jest homomorfizmem pomiedzy dwiema réznymi strukturami algebraicznymi:
klasyczng oraz fuzzy. Zdefiniujmy relacj¢ binarng <, na < F,, <,+ > X < F), <, + >,

gdzie p € [0, 1], przez

1
X<,V < P(Y—X>0)>f+§.

\)

Niech p/ :%4—%. Poniewaz
PY -X>0)+P(Y -X<0)=PQ) =1,
dostajemy
X<,V <= PY-X<0)=1-PY-X>0<1-p <= Fr x(0)<1-p.

Naszym celem jest pokazanie, ze

AX <1fp AY7

co oznacza, ze transformacja ¢ (a wiec transormata prawdopodobienstwo-mozliwos¢) jest
homomorfizmem zachowujacym porzadek pomiedzy dwiema strukturami algebraicznymi.

Wystarczy wyznazczy¢ funkcje a(p), ktéra spetnia
0 < [Ay 07 Ax]'"™ = [Ay x]'" = [Fy 1y (a(p)), Fylx(1 = a(p))]

a zatem

[Fy !y (a(p) >0 <= Fy_x(0) < a(p).

7 zalozenia:

chcieliby$émy zatem, aby




ROZDZIAL 3. NIEPEWNOSC W MODELU PROBABILISTYCZNYM I ZBIOROW
ROZMYTYCH

Mozemy np. wzia¢ a(p) =1 —p.

3.5 Wyznaczanie funkcji przynaleznosci na podstawie danych po-

miarowych (na podstawie [42])

Zat6zmy, ze w wyniku pomiaru otrzymujemy serie N danych {xq,...x,}.

membership
function

o] g

> X
Xy Xy X3 Xy X5 Xg X5 Xg Xy X0
xktn,r{l Xn—ktn,m

Rysunek 3.4: Empirical estimation of fuzzy set and a-cut in the case n =9

Wyznaczanie funkeji przynalezno$ci mozna opisa¢ za pomoca nastepujacego algorytmu

(fig. 3.4):
1. Sortujemy dane pomiarowe, uzyskujac serie x; < ... < x,.
2. Dla wartoéci poczatkowej z; zaktadamy, ze A(z;) = 0.

3. Wyznaczamy A(z;) rekurencyjnie:

czyli: A(:chH) = 1.
4. Dla i =n mamy: A(z,41) = 0.

5. Miedzy punktami pomiarowymi funkcje przyblizamy prostymi poziomymi i uzysku-

jemy funkcje schodkows. Inne metody interpolacji wymagaja dodatkowych zatozen.
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3.5. WYZNACZANIE FUNKCJI PRZYNALEZNOSCI NA PODSTAWIE DANYCH
POMIAROWYCH (NA PODSTAWIE [42))

Uwaga 3.7. Zauwazmy, ze dane x1, 2o, ..., x, mozna zawsze posortowaé biorgc:

y1 = min{zy, x9,...,Tp}
Yy = min{{zy, 22,2} \ {y1}}
ys = min{{xy,x9, ..., 2.} \ {v1,v2}} (3.31)

Yn = min{{xhx% s 7xn} \ {yhyQa s 7yn—1}}

Pracujemy teraz na posortowanych danych: y; < ys < ... < y,. Zakladajac, ze doko-
nujemy interpolacji przy pomocy wartosci funkeji w prawym krancu kazdego przedziatu

podziatu dziedziny, dostajemy nastepujacy wzor dla parzystych n:

2 .
ﬁ(k_l) dla z € [yp—1, Y&), gdziek =1,...,5 +1

i 2
Alz) =11 (p—Z) dla = € [yp, yYpt1), gdziep=5+1,...,n—1 (3.32)

n

0 dla z =y,

Podobnie dla n nieparzystych, wystarczy tylko w powyzszym zamieni¢ n z n + 1.

Poniewaz niepewnos¢ jest wyznaczona przez promien a— przekroju, mamy

[A]a = [xk(n,a)a xn—k(n,a)] (333)

gdzie {z;};=1, jest ciagiem danych uporzadkowanych (posortowanych) oraz k(n,a) jest
numerem kolejnej danej tworzacej lewy koniec przekroju « (patrz rysunek 3.4)
a] dla parzystych n

k(n,a) = B (3.34)
041 dla nieparzystych n

W powyzszym funkcja [ | oznacza najmniejsza liczbe catkowita, ktora jest wieksza badz
rowna danej liczbie, np. [4,6] =5, [7] =4,[0] =0, [-2,3] = —2, itd.

Jesli mesurandem jest wartos¢ srednia z serii danych to nalezy wyznaczy¢ przekroj
funkcji przynaleznosci reprezentujacej usredniong warto$¢ dla konkretnej T-normy. W

przypadku zbioréw rozmytych usrednianie powoduje (jak w probabilistyce) zawezanie
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rozktadu. Mozna wyprowadzié wzor pozwalajacy na wyznaczenie przekroju rozktadu A e

Srednich wartosci:
- o — o _q (¢ %t(a)
Al = [Ave, ()] = [4]01) (3.35)

Formuta ta oznacza, ze aby okresli¢ a-przekrdj rozktadu srednich wartosci na po-
ziomie «, konieczne jest okreslenie a-przekroju wartosci nie usrednionych na poziomie
o =t (%t(a)) (gdzie t jest generatorem addytywnym T-normy).

Aby zastosowal ten wzér, nalezy ustali¢ nowa wartosé¢ numeru danej (uporzadkowa-
nej):

k(n,a) = ;no/ = ;t[_” (let(a)> n (3.36)

A stopien

rzynaleznosci . s
przy! funkcja przynaleznosci

wartosci Srednich

elementy
srodkowe

I }ﬂt‘fﬁf H::A“”HM -
N

kin,«) n—k(n,«) n

Rysunek 3.5: Elementy srodkowe definiujace a-przekréj funkeji przynaleznosci wartosci
srednich

Niepewno$¢ rozmyta zostanie wyznaczona przez:

1

Ua(a> - 5 (:En—k(n,a) - xk(ma)) (337)

Warto$¢ k(n,a) zalezy od ustalonej T-normy, ktéra opisuje korelacje w serii danych
pomiarowych. W modelu probabilistycznym zaktada sie zazwyczaj brak korelacji (co nie
zawsze jest prawda), przy takim zalozeniu mozna wyprowadzi¢ wzory przyblizone [42].
Przedzial [xi(n.a), Tn—k(n,a)] 26 wzoru (3.33) mozna zapisa¢ przez liczbe punktow tworza-
cych ten przedzial:

K(n) =n—2 k(n,a) =n (1 ) (115(@))) (3.38)

n

Przyblizone wzory (odzwierciedlajace brak korelacji) maja wtedy postaé: dla matej liczby

1
pomiaréw: K(n) = T natomiast dla duzego n: K(n) = v/2n.
a

S |-
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3.6. ANALIZA NIEPEWNOSCI METODA ZBIOROW ROZMYTYCH NA PRZYKEADZIE
POMIARU ZMIENNEGO POLA MAGNETYCZNEGO [52]

3.6 Analiza niepewnosci metodg zbiorow rozmytych na przykta-

dzie pomiaru zmiennego pola magnetycznego [52]

W tym rozdziale podamy konkretny przyktad analizy niepewnosci pola magnetycznego
zmiennego metoda zbioréw rozmytych. Dla przejrzystosci, ten rozdziat podzielony jest na
mate podrozdziaty wyznaczajace kolejne kroki w analizie naszego przyktadu.

W przyktadzie wykorzystano metode indukcyjna pomiaru zmiennego pola magnetycz-
nego w uktadzie cewki i wzmacniacza operacyjnego. Uktad pomiarowy wyskalowany zostat
przy pomocy pola wygenerowanego przez dlugi solenoid zasilany generatorem przy zato-

zeniu ze pole solenoidu mozna wyznaczy¢ z prawa Ampera.

3.6.1 Algorytm wyznaczania niepewnosci

Opiszmy wpierw algorytm wyznaczania niepewno$ci. Szacowanie niepewnosci prze-

biega w trzech etapach:

A. * na podstawie serii danych pomiarowych uzyskanych w warunkach powtarzalno-
Sci wyznacza si¢ promien przedziatu bedacego przekrojem empirycznego zbioru

rozmytego:
Ua(a) = % (xn—k(n,a) - xk(n,a))

* jesli menzurandem jest wartos¢ srednia wyznacza si¢ przedzial reprezentujacy

niepewnos¢ wartosci usrednionej dla zadanej t-normy

B. metoda analizy eksperckiej (dane producenta) okresla sie najwigkszy btad dopusz-

czalny .

C. jesli modelem sktadowej typu B jest rozktad jednostajny to niepewnos¢ zlozona
jest sumg uzyskanych sktadowych metoda A i B. W ogdélnym przypadku nalezy

wyznaczy¢ rozktad taczny dla zadanej t-normy.

Zilustrujmy algorytm wyznaczania sktadowej typu A:
tu promien przedzialu opisujacego przekrdj liczby rozmytej jest dany przez U,(a) =
% (HTn_k(n,a) — ka(n,a)), gdzie k(n, a) jest liczba zalezna od n i wyznaczang wzorem k(n, a) =
na/ = 11 (%t(a)) n.

1 1
2 2
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3.6.2 Propagacja niepewnosci

Zaktadamy, ze btad jest sumg sktadnikéw, dla przyktadu dwoch.
AX =AX; +AXy: (3.39)

Jesli wielko$é mierzona X jest funkcja innych zmiennych X = ¢g(Z;, Z3) to kazda sktadowa

jest odpowiednia rézniczka. Wtedy propagacja niepewnosci zalezy od modelu:

1. w modelu probabilistycznym nalezy wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej AX i na
tej podstawie wyliczy¢ promien przedziatu ufnosci. Korelacje pomiedzy sktadowymi

opisuje funkcja koputy C.

2. w modelu zbior6w rozmytych nalezy wyznaczy¢ rozktad mozliwosci (czyli funkcje

przynaleznosci). Korelacje opisuje t-norma 7T

Ax(@) = sup (T (As(21), As(22))) (3.40)

Cewka pomiarowa -
czujnik indukcyjny

Rysunek 3.6: Schemat uktadu wzorcowania miernika pola magnetycznego

Wzorcem pola jest solenoid jednowarstwowy o dlugosci [ = 245mm (Al = 1mm),

srednicy wewnetrznej Dy = 37,0mm (zewnetrzna Dy = 38mm) i liczbie zwojéw na jed-

nostke dtugosci ng = 2% = 1,93/mm + 0, 02/mm.

40mm

Indukeyjnosé Ly = 1,10mH, rezystancja Ry = 4,91€).
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Rysunek 3.7: Wzmacniacz z cewka pomiarowa

3.6.4 Pole wzorcowe
Zakltadamy, ze pole definiuje prawo Ampera:

N
H =1 =nl (3.41)

Uktad zasilany jest z generatora, ktorego napiecie mierzone jest oscyloskopem cyfrowym
pozwalajacym na pomiar napiecia skutecznego z bledem maksymalnym 1%. Ostatecznie

indukcje magnetyczna B (wartosé¢ skuteczna) mozna wyliczy¢ ze wzoru:

U
B = Mo ¢ Un (342)

(wL0)2 + R%

Pole jest proporcjonalne do napiecia:

B = (Ug gdzie = ug 1o (3.43)
(WL0)2 + R%
3.6.5 Btedy wspoélezynnika § definiujacego wzorzec pola.
_ "o _
B = o AR Ho (3.44)

gdzie Z = y/(wLo)? + R%, dla czestotliwodci f = 10kHz Z = 69,81, rezystancja R =
9, 81€) wobec czego o btedach decyduje wielkos¢ indukeyjnosci, budzet btedéw zapiszemy

w postaci wzglednej:
o0 0Z dng OB,
- =—+—+
ﬁ Z No B

(3.45)

ostatni czton opisuje btad wzoru z powodu niejednorodnosci pola.
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3.6.6 Btledy wspotczynnika 3

Obliczona wartosc¢ to 3 = 3,47-%, a sktadowe budzetu bledow mozna wykorzysta¢ w

modelu probabilistycznym lub rozmytym. Wartosci maksymalne (oznaczone jako Ax) to:

AZ AL 0,0lmH

= =0,01
A L 1,10mH ’
A Al 1
To_ 2 _ T g o4
o lo 245mm
AB,
=0,01
B )
10,00
5,00
<>:| 0,00 R e . LA
= . *e
- *
< * *
~5,00
* .
~10,00
-15 -10 5 0 5 10 15
Mx [ cm

Rysunek 3.8: wzgledna zaleznos¢ natezenie pola w funkcji potozenia czujnika

3.6.7 Wzmacniacz sygnatu cewki

Uktad wzmacniajacy sygnat z cewki pomiarowej pracuje jako przetwornik prad na-
piecie. Cewka pomiarowa jest cewka radiowa antenowa na fale srednie o indukecyjnosci

Ly = 665uH i rezystancji Ry = 18,68 £ 0, 02€2.

Czestotliwo$¢ charakterystyczna cewki jest dana przez f; = %% = 4,48kHz. Dla

f > fr wzor na napiecie wyjsciowe w funkcji strumienia magnetycznego uktadu ma postac:

T Ry
U2 = <I>n1 Ll = BSlnl L1 (346)

gdzie Ry jest rezystancja sprzezenia zwrotnego oraz S; - pole powierzchni cewki pomia-
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rowej. Z puntu widzenia metrologicznego wazna jest liniowosc¢:

, . R . . .
wspotczynnik v = slnlL—f, ale wyznaczany bedzie empirycznie.

3.6.8 Wyznaczanie wspotczynnika proporcjonalnosci «

U, =B (3.48)
UQ = aUG + AUQ (349)
B = BUg + ABr (3.50)
ABr - blad teorii.
Podstawiamy (3.50) do (3.48):
Uy = a(fUs + AB) (3.51)

czyli: a = v wiec a = % pole B wyznaczamy z rownania:

B = gUQ (3.52)

wspotczynnik a wyznaczany jest empirycznie, natomiasr 3 z teorii.

3.6.9 Skalowanie przyrzadu

Dla czestotliwosci f = 10kH 2z wykonano seri¢ pomiaréow zaleznosci napiecia wyjscio-
wego U, wzmacniacza od napiecia generatora Ug. wspoétezynnik nachylenia a = 6,805,
odchylenie standardowe nachylenia o(a) = 0,0809, wspétczynnik staty AU_2,98mV, od-
chylenie standardowe wspétezynnika statego o(0Us) = 5, 54mV

3.6.10 Zrédio pola

Zrodlem pola, ktére zostato zmierzone jest cewka (zdjecie)
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Wykres zaleznosci U2 ( Ug)

700 »
y=6,8049x+ 2,98079 ’_-’

600 e
500 -
> 400 i
e
3 300 S
200 P
-
100 e
0-"
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Ug/mv

Rysunek 3.9: Zalezno$¢ napiecia wyjsciowego od napiecia generatora dla solenoidu.

Rysunek 3.10: Zrédlo pola

3.6.11 Funkcja przynaleznosci napiecia wyjsciowego

Dla sygnatu sinusoidalnego o czestotliwosci f=10kHz i wartosci skutecznej ok 395mV
uzyskano napiecie ok 1,808V.
Zrébmy teraz zestawienie podejscia rozmytego i klasycznego (opartego na klasycznym

prawdopodobienstwie).

3.6.12 Btad pomiaru pola

Wektor indukcji magnetycznej to:

B SUQ (3.53)

gdzie a to wspotczynnik w réwnaniu Uy = alU, + AUs.

AUz

Czynnik AU, wstawimy w btad a: Aa, = a2,
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1,2

,_‘
u

o
0o

0,6

I =t
T LA

1,7 1,72 1,74 1,76 1,78 1,8 1,82 1,84

stopien przynaleznosci
o
I

o
N

napiecie /V

Rysunek 3.11: Funkcja przynalezno$ci serii pomiaru napiecia skutecznego wyjsciowego.
Mediana - 1,808V, na poziomie przynaleznosci o/ = 0,83 przekr6j wynosi [1.806, 1.812]
gdzie o/ =t7! (%) dla a = 0,05 o = 0,83 dla T normy Yagera.

fuzzy probabilistic
Mediana - 1,808V Srednia arytmetyczna Ugy = 1,797V
T-norma Yagera niezaleznos¢ ciggu danych
poziom istotnosci a = 0,05 poziom ufnosci p = 0,95
jakie uzasadnienie jakie uzasadnienie
spogladamy w sufit spogladamy w sufit
Niepewnos¢ rozmyta odchylenie standardowe sredniej
AU = 0,00300V o(U) = 0,0049V
niepewnos¢ wzgledna odchylenie wzgledne
AU = 0,00166 2 = 0,00274

natomiast btad wzgledny to % = % + %, gdzie Aa, - blad statystyczny nachylenia

metoda najmniejszych kwadratéw: nachylenie a = 6.805 odchylenie standardowe o(a) =

0, 0809.

A 2 A 2 A
Aa _20(a)  Aay _ 20(a) AU (3.54)
a a a a U,

no

i , Qo B io: B = om0 _ .m0
B - wspotezynnik w: B = fUg, gdzie: 3 ,uo\/m Ho
Btad pola:

AB A3 A AU,

5=t t o (3.55)
3.6.13 Obliczenia niepewnosci rozmyte;j
Btad pola:
AB A A A
aB_Af, Aa, AU (3.56)

B3 .
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sktadowa (3
AZ AL 0,00lmH
=222 01
Z L 1,10mH
Ang Aly  1mm
= = = 0,004
un lo 245 ’
AB, _ 0,01
B 9
Niepewnos¢ rozmyta
A
A5 _ 6. 1073 (3.57)
B
niepewnos¢ standardowa uB) — 2,2-1073

B

3.6.14 Obliczenia niepewnosci rozmytej—btad nachylenia a

Aa  20(a) N Aa, 20(a) AU,

f— — 3.58

a a a a * Us ( )
20(a) 2-0,0809 _3

= =0,024=24-10 3.59

a 6,895 ’ ( )

AU, 2,98
=272 _167-1073 3.60
U, 1808 ’ ( )

O niepewnosci wspotezynnika nachylenia a decyduje metoda najmniejszych kwadratow

A
20 9401070 (3.61)

a

Metoda GUM daje ten sam wynik dla niepewnosci rozszerzonej.

3.6.15 Niepewno$¢ pomiaru napiecia wyjsciowego
Na niepewno$¢ pomiaru napiecia sktadania dwa czynniki
1. danych pomiarowych opisany funkcja przynaleznosci, niepewno$¢ wynika z prze-

kroju na poziomie o/ = 0, 82

AUz __ -3
A —17.10

2. btedy przyrzadu - oscyloskopu DS-1250C 250MHz: ATZ? =4-1073
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3.7. WNIOSKI

L AUy _ -3
1. metoda zbioréw rozmytych: T =957-10

2. metoda probabilistyczna = ( ) =6,3-1073

3.6.16 Wynik koncowy pomiaru wektora indukcji magnetycznej

Wektor indukcji magnetycznej:

sy,
a

btad:
AB A, Ba AU
B B a Us

1. metoda zbioréw rozmytych B = 9,22 -1073T,

niepewnos¢ rozmyta wzgl@dna =36-1073

2. metoda probabilistyczna: B = 9,16 - 10737,

niepewno$¢ wzgledna “ (B) =41-1073

3.7 Wnioski

(3.62)

(3.63)

Metoda przedstawiona do obliczania niepewnosci rozszerzonej przy uzyciu zbioréw

rozmytych opiera si¢ na okresleniu a-przekroju zbioru rozmytego reprezentujacego serie

danych. L.aczna niepewnos¢ jest rowna arytmetycznej sumie niepewnosci uzyskanych me-

toda A i metoda B. Taki wynik mozna réwniez uzasadni¢ w modelu probabilistycznym,

jezeli btad systematyczny jest opisany za pomoca serii identycznych, silnie skorelowanych

danych. Wyprowadzenie powyzszych formul mozna znalezé w monografii [42], bardziej

kompletne uzasadnienie i wyjasnienie wymaga jeszcze kilku prac do opublikowania.

23



ROZDZIAL 3. NIEPEWNOSC W MODELU PROBABILISTYCZNYM I ZBIOROW
ROZMYTYCH

o4



Rozdzial 4

a-przekroje sumy zbioréw rozmytych typu

L—R.

Wyznaczenie sumy i réznicy zbiorow rozmytych jest niezbedne do wyznaczania nie-

pewnosci ztozonej. Matematyczne podstawy przedstawia ponizszy rozdziat.

Ten rozdzial oparty jest na wynikach uzyskanych wspolnie z prof. Michatem Urban-
skim oraz dr Pawlem Wojcickim ([47]). Celem tego rozdziatu jest sformutowanie i udo-
wodnienie twierdzenia, pozwalajacego na znalezienie a-przekroju obrazu funkcji cigglej
dwobch zmiennych, $cisle rosnacej ze wzgledu na obydwa argumenty, dla argumentéw be-
dacych zbiorami typu L — R, przy zadanej t-normie. W szczegdlnodci, dla f(x,y) =z +y
otrzymujemy wzor na - przekréj sumy dwoch (i zatem skonczenie wielu, na mocy in-
dukcji matematycznej) zbioréw rozmytych. Jak sie okazuje, taki a-przekrdj jest w postaci
odpowiednio wyznaczonego przedziatu, ktorego konice sg zwigzane z okre$long t-norma.
Otrzymane przez nas wzory wydaja si¢ by¢ wazne z obliczeniowego punktu widzenia, po-
niewaz w mysl Twierdzenia NFK (skrot od Twierdzenie Nguyen-Fullér-Keresztfalvi ([4,
Tw. 6], takze [17])) a—przekr6j np. sumy dwdch zbioréw rozmytych jest dany jako nie-
skonczona suma mnogosciowa z odpowiednio dobranymi zbiorami. W praktyce moze to
by¢ trudne do znalezienia w postaci jawnej. Uzywajac tych wzorow zadanie wydaje sie
by¢ prostsze, bo sprowadzamy problem do znalezienia wartosci najmniejszej i najwiekszej

odpowiednio dobranych funkcji po odpowiednich zbiorach.

Dla uproszczenia, rozwazamy wpierw przypadek funkcji sumy f(x,y) = = + y. Jest
to w pewnym sensie uzupelnienie rozwazan do prac dostepnych w tej literaturze: m.in.

[7, 11, 17, 21, 28, 29]. Nastepnie przeprowadzamy dow6d w przypadku ogélnym.
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ROZDZIAL 4. o-PRZEKROJE SUMY ZBIOROW ROZMYTYCH TYPU L — R.

4.1 Notacja i niezbedne definicje

Definicja 4.1. Zbioér rozmyty A jest nazywany zbiorem typu L — R (przedziatem rozmytym
L — R), gdy odpowiadajaca mu funkcja przynaleznosci dla wszystkich z € R jest postaci:

Lim—z) gdyx<m
Alz) =1 1 gdy = € [m, M|
R(x — M) gdy x> M

gdzie 0 < m < M oraz L(-), R(-) sa funkcjami ciagltymi, nierosnacymi z R, (liczby rze-
czywiste nieujemne) w [0, 1], na (0, 1], Scisle rosnacymi na swoich nosnikach (oznaczanych
przez supp L i supp R odpowiednio), z warunkiem L(0) = 1 = R(0). Dodatkowo, te
funkcje sa na [0, 1] gdy ich nosniki sa zwarte.

Nazywamy je funkcjami zboczy. Dla uproszczenia, zbior A typu L — R jak w definicji
powyzej oznaczamy przez A = (m,M,L, R). W szczegblnym przypadku, gdy funkcja
przynaleznosci A(x) ma zwarty noénik oraz m = M to A(z) nazywane jest liczba rozmyta

L — R ([10]).

4.2 Rozktad zbioru rozmytego na skladowe

Kazdy przedzial rozmyty moze by¢ przedstawiony w postaci sumy (w arytmetyce
opartej na t-normach) liczby rozmytej (o punktowym rdzeniu (tzn. jadrze)) i funkcji
charakterystycznej rdzenia przesunictego o dowolng wartosé.

Niech A bedzie przedziatem rozmytym L-R, o zboczach L(x) i R(x) i rdzeniu (tzn.

jadrze) [mq, msy]. Dla kazdej liczby rzeczywistej m € R i kazdej t-normy archimedejskiej:

A = (my,mg, L, R) = (m,m, L, R) &7 (my —m, my —m,0,0) (4.1)

Rozklad ten nie zalezy od t-normy (zachodzi tez dla t-normy min), bowiem dodawanie
funkcji charakterystycznej przedziatu domknietego do liczby rozmytej nie zalezy od t-
normy.

Zaktadamy, ze mozna wyrézni¢ dwie sktadowe bledéw: systematyczne i niesystema-

tyczne:

AX =AX +AX
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4.2. ROZKLAD ZBIORU ROZMYTEGO NA SKEADOWE

W jezyku zbioréw rozmytych zapiszemy to jako sktadanie (dodawanie) zbioréw rozmytych
A, i A, gdzie: A, skladowa niesystematyczna oraz A, sktadowa systematyczna opisana
funkcja charakterystyczna przedziatu [—A,,z, +A,,x], gdzie A,z to najwiekszy btad do-

puszczalny. Zatem

Niepewnos¢ liczymy wedtug wzoru:
U(A) =U(A, &r As) = U(A,) + U(Ay).

Rozktad przedziatu rozmytego mozna zapisaé w postaci wygodnej do interpretacji

metrologicznej:

A= (ml, mao, L, R) = Mmy Dr (—Am, Am, 0, 0) Dr (0, 0, L, R) 5 (42)

gdzie mg = (mg,my,0,0) jest funkcjg charakterystyczng érodka rdzenia A (punktowa

liczba rozmyta), tzn.
my = Mid (Ker([l)) = m2;m1,
(ogoblnie Mid(7) jest srodkiem przedziatu I).
Wartosé mg mozna interpretowac jako estymator wartosci wielko$ci mierzonej opisanej
przedzialem rozmytym A.
Przedzial (—Am, Am,0,0) opisuje bledy systematyczne, gdzie wielkosé

mo — My

Am = Rad (Ker([l)) = 5

jest promieniem rdzenia A i okresla maksymalny blad systematyczny (Rad(I) jest pro-
mieniem przedziatu 7).

Przedzial A, = (0,0, L, R) opisuje bledy niesystematyczne, ktorych rozktad mozliwosci
zadany jest przez funkcje zboczy L i R.
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ROZDZIAL 4. o-PRZEKROJE SUMY ZBIOROW ROZMYTYCH TYPU L — R.

Stopier przynaleznosci

ol J

L Ya) R Y a)

Przekr6j [A,]* mozna zapisa¢ za pomoca funkcji odwrotnych zboczy L™! i R™L:
(0,0, L, R))* = [L7Y (), R~ *(a)] (4.3)
Zatem przekréj A ma postaé:

[A]" =my & [-Am, Am] & [L7(a), R (a)]. (4.4)

4.3 Wyniki pomocniczne

W tym podrozdziale udowodnimy, ze a-przekrdj dwoch zbioréw rozmytych typu L — R
moze by¢ zapisany jako jeden przedzial, ktérego konce sg wyznaczone przez minimum oraz
maksimum specjalnie dobranych funkcji, przy zadanej t-norm 7.

Zatozmy, ze T jest ciagta t-norma i niech A; oraz Ay beda dwoma zbiorami typu L — R.
Wedtug znanej Zasady Rozszerzen Zadeha ([56]) zachodzi

(A1 @1 Ag)(2) = sup(T(As (), Az(y)); ¢ +y = 2),

dla kazdego z € R. Zaktadamy, ze dla kazdego ustalonego z € R istnieje punkt (tzn. para)

(x0,y0) taka, ze xg + yo = z oraz

sup(T(A(x), A2(y)); z +y = 2) = T(A1(z0), A2(y0))-

Jest to automatycznie spetnione w przypadku, gdy zarowno A; jak i Ay maja zwarte
nosniki, tzn. gdy ich funkcje zboczy maja zwarte nosniki. Wtedy obrazem A; x Ay :
R xR — [0,1]? jest [0, 1], czyli zbiér zwarty, zatem z ciagtosci funkcja T przyjmuje swoja

warto$¢ najwieksza.
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4.3. WYNIKI POMOCNICZNE

W celu udowodnienia, ze a-przekrdj od sumy dwoch zbioréw typu L — R da sie zapisac

jako jeden przedziat, bedziemy potrzebowaé¢ ponizszych lematow.

Lemat 4.2. Dla dowolnego zbioru typu L — R postaci A = (m, M, L, R) odpowiadajacy
mu a-przekréoj to

[A]* = [m — L™ (@), M + R™}(a)].

Dowdd.

[A]Y = {zeR;A(x) > a}
= {z<m;Lm—2z)>a}U{z e m,M);1>a}
U{x > M;R(z — M) > a}
= [m— L7 (a),m)U[m, M]U (M, M + R (a)]

= [m—LYa),M+ R (a)].

Potrzebujemy takze:

Lemat 4.3. Dka dowolonych dwéch zbioréw typu L—R postaci Ay = (mq, My, Ly, Ry), Ay =

(mg, My, Ls, Ry), a-przekrdj ich sumy to

[Ayor As)* = | [ma+ma— L7(E) — Ly (n), My + My + R7(E) + Ry (n)]

(&me(0,1]?
T(&n)>a

Dowdéd. Uogbdlnienie Twierdzenia Nguyen-Fullér-Keresztfalvi ([4, Tw. 6], takze [17]) dla

funkeji f(z,y) = = + y, tacznie z poprzednim lematem daje, ze

[A) ®p As]* = U [A1) + [Ay]"

(€m)€(0,1]2
T(Emn)za
= U [Imi—=Li'(&), Mi+ R N(&)] + [m2 — Ly (), My + Ry ()]
(€m)€(0,1]2
T(&n) 2o
= U [ma4me— L€ — Ly (n), My + My + RN (€) + Ry (n)].
(6777)6(071]2
T(¢m) >
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ROZDZIAL 4. o-PRZEKROJE SUMY ZBIOROW ROZMYTYCH TYPU L — R.

Teraz udowodnimy, ze suma po prawej stronie réwnosci powyzej mozem by¢ zapisana

w postaci domknietego przedziatu. Zachodzi nastepujace:

Twierdzenie 4.3.1. Dla dowolnych dwoch zbioréw L — R postaci A; = (my, My, Ly, Ry)
oraz Ay = (mg, Ms, Lo, Ry), przy ustalonej t-normie, a-przekréj sumy tych zbiorow da sie

zapisa¢ jako

[A; ©p Ag]® =
min (mq +me — L7'(€) — Ly (), max (M + Ms + Ry'(€) + Ry (n))].
[(5777)6(071}2( 1 2 1 (8 2 () (6777)6(071}2( 1 2 (&) 5 ()]
T(¢n)za T(En)>

Dow6d. Wprowadzmy oznaczenia:

H(En) = my+my— L7YE) — L3 (n)
G(&m) = M+ My+ R7HE) + Ry (n)

7 Lematu 4.3 wynika

{Al @T AQ]a = U [H(fa 77)7 G(fa 77)]

Chcemy wpierw pokazaé, ze zbior po lewej stronie rOwnania z tezy, zawiera sie w tym po
prawej. Niech z € [A; &7 As]®. Wtedy istnieje punkt (£,7) € (0,1]?, gdzie T(¢,n) > «
taki, ze

rxeH(En),GEn)] C| min H(E,n), max G(&,
[H (& m), G(E )] [( comin (&m) o e (& )]
T(&n)2a T(&m)2a

(ostatnie zawieranie wprost wynika z definicji funkcji min oraz max). I odwrotnie, niech

x nalezy do prawej strony réwnania z tezy. Z ciggtosci funkeji T', zbior

{(&n) € (0,1, T(&n) > o} =T ([a,1])

jest domkniety i ograniczony, a wigc zwarty. Poniewaz funkcje H oraz G sa ciagte, istnieja

punkty (50?770) oraz (fla 7}1) w zbiorze {(67 77) S <O7 1]27 T(fﬂ?) > a} takie> ze

H(&, = min H(¢,
(€0, 0) (EmeO1? (& n)

T(&n)>a

60



4.3. WYNIKI POMOCNICZNE

oraz

G(&,m) = max G(&n).
(&,m) (Eme o (&n)
T(&n)>a

Uzyjemy teraz nastepujacego Lematu:

Lemat 4.4. Dla kazdych dwoch par punktéw (a, b) oraz (c,d) w {(£,n) € (0,1]%, T'(€,n)
> a} zachodzi

H(a,b) < G(c,d).

Powyzsza nieréwnos¢ implikuje

x € [H(&,m0), G(&1,m)] € [H(&o,m0), G(&o,m0)] U [H (§1,m1), G(€1,m1)]
- [Al DT Ag]a.

Wystarczy udowodni¢ Lemat 4.4.

Dowéd Lematu. Rozwazmy (a, b) oraz (c,d) jak w Lemacie. Wtedy
H(a,b) < G(e,d) <= my +my — Ly (a) — Ly (b) < My + My + Ry (c) + Ry (d)
co jest prawda, poniewaz
My —my + My —mg + Ry e) + RyN(d) + Ly (a) + Ly (b)

jest nieujemna. O

To konczy dowdd Twierdzenia 4.3.1. O]

4.3.1 Potozenie punktéw ekstremalnych

Oznaczmy

H(En) = my+my— LTYE) — L3 (n)
G(&m) = M+ M, + R7HE) + Ry (n)

Poniewaz t-norma T jest ciagta, zbior

{(&n) € 0,1%,T(&n) > a} =T ([a, 1))
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ROZDZIAL 4. o-PRZEKROJE SUMY ZBIOROW ROZMYTYCH TYPU L — R.

jest zwarty. Zatem H(&,n), G(€,n) osiagaja ekstrema: minimum oraz maksimum na tym
zbiorze. 7 drugiej strony, monotonicznos¢ Ly, Ly, Ry, Ry implikuje, ze ekstrema nie naleza

do wnetrza zbioru T~!([a, 1]), ale do jego topologicznego brzegu:

{(&,n) € (0,112, T(&,m) > a}.

Lemat 4.5. Zachodzi

a{(fan) € (07 1]27T(5777) > a} = {(5777) € (07 1]2,T(€,77) = a}'

Dowdd. Z definicji topologicznego brzegu, i z domknigtosci zbioru { (£, ) € (0,1]2, T(¢,n) >

a} wynika, ze wystarczy pokazaé, ze wnetrze zbioru

{(&,m) € (0,1, T(&,n) > a}
to
{(&n) € (0,1, T(&,n) > a}.

Zat6zmy nie wprost, ze istnieje punkt (£, 7) we wnetrzu taki, ze T'(£,n) = «. Skoro wnetrze
zbioru jest zbiorem otwartym (z samej definicji), istnieje € > 0 taki, ze koto D((£,n),€)
nalezy do wnetrza. Zatem istnieje punkt we wnetrzu zbioru (&, n), gdzie & < &, taki, ze

T(&,n) < a. Nie jest to mozliwe, bo T'(§1,1) > «. Zatem wnetrze zadane jest jako

{(&,n) € (0,1, T(&,n) > a,

co konczy dowdéd Lematu 4.5.

Mozemy teraz przejs¢ do definicji gléwnego twierdzenia w tym rozdziale.

Twierdzenie 4.3.2. Dla kazdych dwoch zbioréw L — R postaci A; = (mq, My, L1, Ry) oraz

Ay = (mg, My, Ly, Ry) a-przekrdj ich sumy moze by¢ zapisany jako

[A ®p Ap]™ =
min (my +mg — Li'(€) = Ly (), max (M + Mo+ Ry (€) + By ' (n))].
[(571@6()0’1]2( 1 2— Ly (&) — Ly (n) (%?)6(01]2( 1 s+ R+ Ry ()]
’/17 /'7
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4.3. WYNIKI POMOCNICZNE

Dowdd. Zgodnie z Twierdzeniem 4.3.1 wystarczy udowodnié, ze warto$ci najwicksza i
najmniejsza moga by¢ rozwazane na zbiorze T~ 1(«). Jak wynika z podrozdziatu 4.3.1
wszystkie punkty ekstremalne musza leze¢ na brzegu zbioru {(&,n) € (0,1]2,T(¢,n) > a}.
Lemat 4.5 implikuje, ze brzeg to T~*(«), co koriczy dowdd. O

Przyktad 4.6. Rozwazmy tzw. t-norme Lukasiewicza T'(z,y) = max{0,x + y — 1}. Roz-
wazmy dwa zbiory L — R postaci: Ay = (my, My, L1, Ry), Ay = (mg, Ms, Lo, Ry) gdzie
x x

.Ll(lﬁ =1 _-Tn1<—-a1’ }%1($) =1 —'bl__jkﬁ

oraz

T T
A ey T

dla pewnych aq, as, by, by gdzie a1 < my < My < by < ay < mg < My < by. Niech ponadto

mi — ay = My — ag oraz by — My > by — Ms. Wtedy zachodzi
[A1 ®p Ag)*

B [<s n?éi(%m(ml +my — L7(§) — Ly (n)),
72‘(&777):70!

max g e (M1 + My + Ry (E) + Ry ' (n))]
T(&n)=a

= [ggiﬁ](ml +my — L' (&) — Ly (a+ 1 =€),

maxeejo1] (M1 + Mo + Ry (€) + Ry (a+ 1= €))]
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ROZDZIAL 4. o-PRZEKROJE SUMY ZBIOROW ROZMYTYCH TYPU L — R.

= [nin (ma +my — (1= (m1 —ar) = (1 = (@ +1=8))(m2 — a2)),

max (M; + My + (1 = &) (b1 — My) + (1 — (a+1—=¢&))(by — M2))]

£€lay1]

= [geffoiﬁ}(ml +my — (1 = &) (m1 — ar) + (o = §)(ma — az)),

max (My + My + (1 — &) (by — M) — (v — &) (by — My))]

§€la,1]

= [m1 + mg — (1 — a)(m1 — al),Ml + M2 — (a - 1)(b2 — Mg)]

Przyktad 4.7. Rozwazmy t-norme produktowa 7'(z,y) = xy. Rozwazmy dwa zbiory L — R
postaci: Al = (ml, Ml, Ll, Rl), AQ = (mg, Mg, LQ, RQ) gdzie

L R@)=1-—"

Li(z)=1—
1(37) my — aq b1 — M1

oraz
L Ry(z)=1-—"

Ly(z) =1—
2(7) ma — Qg by — My’

dla pewnych aq,as,b1,by gdzie a1 < m; < My < by < as < mg < My < by. Zalézmy
ponadto, ze m; — a; > mo — ag oraz by — My > by — M. Wtedy TU PODAC WYNIK I
ZACYTOWAC PRACE TURKA

4.4 Twierdzenie gtowne

W tym rozdziale pokazemy, ze Twierdzenie 4.3.2 jest prawdziwe takze w przypadku
ogb6lnym. Uogodlnienie polega na zastapieniu sumy zbioréow przez dowolng funkcje rosnaca
ze wzgledu na swoje obydwa argumenty. Takie funkcje sa takze rozwazane np. w pracy
[9].

Niech T bedzie ciaggta t-norma i niech A; oraz A, beda dwoma zbiorami L — R.
Rozwazmy funkcje f : R x R — R. Zdefiniujmy zbiér rozmyty dany przez f7)(A;, Ay) :

(fT(A1, A2))(2) = sup(T(Ai(x), As(y)); 2 = f(2,y)).

Zat6zmy jak poprzednio, ze dla kazdego ustalonego z istnieje punkt (xg,yo), f(zo, yo) =
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z dla ktérego sup(T'(A1(x), A2(y)); f(z,y) = z) = T(A1(x0), A2(yo)). To zatozenie jest
automatycznie spetnione w przypadku, gdy A; oraz A majg zwarte nosniki, zatem jesli ich
funkcje zboczy maja zwarte nosniki oraz funkcja f jest ciagta. Istotnie, f(x,y) = z oznacza
(r,y) € f~1(2). Zauwazmy, ze x przyjmuje wartoéci rzeczywiste oraz y € supp As N
{y; (—x,y) € f71(2), oraz x € R}, i zbi6r supp As N {y; (z,y) € f~1(2), oraz x € R} jest
zwarty, poniewaz jest ograniczony (bo nosnik A, taki jest) oraz domkniety. Domknietos$é
wynika z faktu, ze rozwazajac dowolny ciag y,, € supp A2N{y; (z,y) € f~1(2) oraz x € R}

zbiezny do g, wiec y, — Yo mamy, ze yo nalezy do supp As (ze zwartosci) oraz

f<x>y0) = f<x7nh_{20yn) = nh_{go f(xayn) =z,
———

z

wiee (z,y0) € f1(2) (uzyliSmy cigglodci funkeji f). A zatem

{(Al(x)7A2(y));z = f($7y>}
= [0,1] x Ay({supp A> N {y; (z,y) € f'(z), oraz x € R}}).

Ponadto Ay ({supp Az N {y; (z,y) € f~1(z), oraz x € R}}) jest zwarty bo funkcja A, jest
ciagla oraz zbiér {supp As N {y; (x,y) € f~'(2), oraz x € R}} jest zwarty. Ostatecznie,

ciggtosé¢ T implikuje, ze T' osiaga wartos¢ najwiekszg i najmniejsza.

W celu zapisania a-przekroju zbioru f(T)(A;, A;) jako jednego przedziatu potrzebu-

jemy takze ponizszego lematu.

Lemat 4.8. Dla kazdych dwéch zbioréw typu L — R postaci Ay = (mq, My, Ly, Ry), Ay =
(mg, My, L, Ry) oraz funkcji ciaglej f : R x R — R zachodzi

[T (A1, A)]”

= U fmi— LN, My + RN, Ime — Ly (n), My + Ry (n)))

(&mn)e(0,1]2
T(Emn)2a

Dowdéd. Uogdlnienie Twierdzenia Nguyen-Fullér-Keresztfalvi T ([4, Tw. 6]) oraz Lemat
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4.2 implikuja, ze

[fD (AL A= U FA [A9])

(&me(0,1]2
T(En)2a
= U Flmi— LN, My + RN(E)), ma — Ly ' (n), My + Ry (n))).
(&me(0,1]2
T(En)=2a

Teraz mozemy udowodni¢ nastepujace:

Twierdzenie 4.4.1. Dla kazdych dwoch zbioréw L — R postaci Ay = (my, My, L1, Ry) oraz
Ay = (mg, My, Lo, Ry) 1 funkcji ciagtej f : R x R — R $cile rosnacej ze wzgledu na

obydwa argumenty zachodzi

[FT (A, Ag))* =

i — L7NE),my — Lyt (n), M, + R7Y(€), My + Ry (n))].
(5,775%1({)1,1}2 fma 1 (§),me 2 (m) (g’g)ﬂe%‘fmf( 1 1 (§), M 2 (m)]
T(Em)2a T(&n)zo

Dowdéd. Oznaczmy

H(En) = flmi— L&), me — Ly (n))
G(&mn) = f(My+RM(E), My+ Ry (n))
K(&n) = f(lmi— LY, My+ RiY(€)], [ma— Ly (n), My + Ry (n)])

7 poprzedniego lematu mamy, ze

[f(T)(Ah A2)]a = U K(fa 77)-
(&me(0,1]2
T n)2za

Zauwazamy wpierw, ze prawdziwy jest takze
Lemat 4.9. K(&,m) = [H(&,n), G(&, )]

Dowod Lematu. Jesli jaki$ elementy p nalezy do prawej strony tezy, to dla pewnej pary

(&,m) zachodzi

flmy — L7Y(€),ma — Ly' () < p < f(My+ RyH(E), My + Ry ' (n)).
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4.4. TWIERDZENIE GEOWNE

Ciaglosé funkeji f daje, ze p = f(a,b) dla pewnej pary (a,b), gdzie
m1— Li'(§) <a <M+ Ry'(S),

oraz

ma — Lyt (n) <b< Ma+ Ry'(n)

(oszacowanie na a i b wynika z monotonicznosci f ze wzgledu na obydwa argumenty). Ale
to oznacza, ze p € K(&,n).

I odwrotnie, gdy p € K(&,n), to istnieje para (a,b) € [m; — Li(€), My + Ry (€)] x
[mo — Ly (1), My + Ry ' (n)] gdzie f(a,b) = p. Skoro f jest rosnaca ze wzgledu na obydwa

argumenty, zachodzi
f(ml - LI1<£>?m2 - Lgl(ﬁ)) < P = f(aa b) < f(Ml + R;1(§)>M2 + Rgl(n))a

Reasumujac

FT(AL A= U [H(En),GE )
G

Chcemy wpierw pokazac, ze lewa strona réwnosci w réwnaniu w tezie 4.4.1 jest pod-

zbiorem prawej strony. Rozwazmy p € [f(7) (A, A3)]®. Istnieje para (£,71) € (0,12, T(&,n) >

a taka, ze
elH(E n),GE&n)] C] min H(E,n), max G(&,
p € [H(&,n),G(En)] [(M)G(O’”Q (&m) e max (& n)]
T(m) > T(m)>o

(ostatnie zawieranie wynika wprost zdefinicji min oraz max).

I odwrotnie, gdy x € Pstr to z cigglosci funkeji T', zbior

{(&n) € (0,1, T(&n) > o} =T ([a,1])

jest domkniety i ograniczony, zatem zwarty. Z ciaglosci funkcji H i G istnieja (&g, o) oraz

(517”1) in {(5777) € <07 1]27 T(f,n) > CK} takie, ze

H(€07770) = (¢ minl}z H(f?ﬁ)

:n)€E(0,
T(En)>a
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G(&,m) = max G(&n).
(&,m) (Eme o (&n)
T(&n)>a

Aby dooknczy¢ dowdd musimy jeszcze udowodnié¢ nastepujacy lemat:

Lemat 4.10. Dla kazdych dwoch par punktéw (a,b) oraz (c,d) nalezacych do {(§,n) €
(0,1]%, T(¢,n) > a} zachodzi
H(a,b) < G(c,d).

Powyzsze oszacowanie implikuje, ze

x € Pstr = [H(§,m0), G(§1,m)] C [H(§o,m0), G(&osm0)] U [H (§1,m1), G(&1,m1))]

C Lstr.

Udowodnijmy Lemat.

Dowd6d Lematu. Niech (a,b) i (¢, d) beda jak w zalozeniach lematu. Wtedy
H(a,b) < G(e,d) <= f(mi—Ly'(a),ms — Ly (b)) < f(Mi + Ry (c), Ms + Ry ' (d)),

co wynika z monotonicznosci funkcji f, poniewaz

Jmy — L' (a), my — Ly ' (b)) < f(My 4 Ry ' (c),my — Ly (b))

<mi1<M; =M, <ma< M2
< f(My + Ry (e), Ma + Ry '(d))
| —
=M
O
To konczy dowdéd Twierdzenia 4.4.1. O]

Mozemy teraz sformutowaé gtowne twierdzenie w tym artykule.

Twierdzenie 4.4.2. Dla kazdych zbior6w rozmytych L—R danych przez Ay = (mq, My, L1, Ry)
oraz. Ay = (mg, My, Lo, Ry) i funkeji ciagtej f : R x R — R &cisle rosnacej ze wzgledu na
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kazdy argument, zachodzi:

[FT(Ay, Ag))™ =
min my — L7Y(€), mg — Lyt . max M, + R7Y(E), My + Ry '
e U = B Qo = Lot ), e SOV Ry (8, Mo oy ()
T(&n)=a T(¢n)=a

Dowod. Zgodnie z Twierdzeniem 4.4.1, wystarczy udowoni¢, ze min oraz max moze by¢
wyznaczone wzgledem zbioru T (). Niech H(E,n) oraz G(€,n) beda zdefiniowane jak
w dowodzie Twierdzenia 4.4.1. Wtedy

H(&,m) < H(&,me) dla & < &, < 1.

Istotnie,

<& = L&) > Li'(&) &= mi— Li(&) <mu— LT (&)
wiec

flmy = L&), ma — Ly (m) < f(my — Ly (&), ma — Ly (m))

< flmy = Lyt (&),m 2 (1))
Podobnie

G(&,m) < G(&,m2) gdy & > Eo,m = o

Zatem zaréwno G jak i H sg funkcjami monotonicznymi.

Jak wynika z podrozdziatu 4.3.1 wszystkie punkty estremalne musza leze¢ na brzegu
zbioru {(&,n) € (0,1]%,T(§,n) > a}. Lemat 4.5 implikuje, ze brzeg to T~*(a), co koriczy
dowdd. O

Uwagi koncowe 1 dalsze kierunki badan

Uwaga 4.11. Mozna tatwo zauwazy¢, ze gtéwne Twierdzenia 4.4.2 moze by¢ zdefiniowane
dla funkcji f(7)(Ay, Ay, ..., A,) gdzie n € N oraz Aj, Ay, ... A, sa zbiorami rozmytymi
typu L — Roraz f : R xR x...R — R jest ciggla funkcja n zmiennych, $cisle rosnaca ze

wzgledu na kazda zmienng z osobna.

Uwaga 4.12. H.-Ch.Wu wprowadzil tzw. W-norme ([54]) ktéra jest uogdlnieniem pojecia t-
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normy. Przy pewnych zatozeniach na W (ktére spelniaja t-normy rozwazane w powyzej),
lemat 4.3 moze by¢ zdefiniowany przy uzyciu W-normy zamiast t-normy 7' (patrz [54,
Tw. 5.3]). Z drugiej strony dowody powyzej sa mocno oparte o ciagtosé i monotonicznosé
funkcji zboczy i ciggtos¢ t-normy T'. Twierdzenie 4.4.2 moze by¢ sformutowane takze
przy uzyciu W-normy zamiast t-normy 7', przy dodatkowych zatozeniach, ze 0-przekroje

[A1]°, [A5]° sq zwarte (czego nie zakladali$my).

Uwaga 4.13. Wspoélny rozktad mozliwosci zbiorow Ay, As, ..., A, to funkcja C': R" — R
gdzie

Ai(z;)) = sup C(zy,29,...,2,), Vo €R, i =1,2,...n
x; €ER,jFi

(patrz [16]). Kazda norma tréjkatna T' generuje wspélny rozklad mozliwosei dla kazdych

n zbiorow rozmytych Ai, Ao, ..., A,, przez wzor

CT(ZL‘l, Loy . .. {En) = 1—7(141(1'1)7 e ,An(l'n»

Nie zachodzi odwrotnosé tego (patrz rozdzial 4 w [9]). Kolejnym krokiem bytoby udowod-

nienie Twierdzenia 4.4.1 z C' zamiast norma 7.
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Rozdzial b

O pewnym porzadku na zbiorach rozmytych
indukowanym przez arytmetyke opartg na

t-normie.

Ten rozdzial oparty jest na wynikach uzyskanych wspolnie z prof. Michatem Urban-
skim, Dominika Krawczyk oraz dr Pawlem Wéjcickim ([48]). Zajmiejmy sie tu pewnym
porzadkiem na zbiorach rozmytych indukowanym przez arytmetyke oparta na t-normie.
Relacja rozmyta na (niepustym) zbiorze X byla po raz pierwszy zaproponowana przez
Zadeha w pracy [57] jako zbiér romyty na iloczynie kartezjanskim X x X. Nastepnie wiele
os6b zajmowalo sie rozwijaniem tej idei, np. w pracy [2] jest rozwazany tzw. Scisly (ang.

strict) porzadek. Nawiazemy do tego jeszcze na koncu tego rozdziatu.

Na potrzeby uzycia w teorii pomiaréw, definiujemy porzadek rozmyty na zbiorach

rozmytych (nad R) <$ warunkiem
A <% B+ [B Or /_lr C R, (liczby dodatnie rzeczywiste), (5.1)

albo réwnowaznie [B Or flr > 0, gdzie A oraz B sa zbiorami rozmytymi, [A]* jest a-
przekrojem zbioru rozmytego A, ©p - odejmowaniem danym przez t— norme oraz < jest
porzadkiem przedziatlowym (tzn. gdy I oraz J sa przedziatami, I < J gdy {j —i; j €
Jyie I} C(0,00).

Powyzsza relacje bedziemy nazywaé¢ porzadkiem rozmytym na zbiorach rozmytych

indukowanym przez t—norme.
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W teorii pomiaréw porzadek dany jest przez komparator, ktérego dziatanie polega na
wyznaczeniu réznicy pomiedzy dwoma sygnatami na wejsciu. W przypadku rozmytym
rozwazamy odejmowanie zbioréw rozmytych jako uogodlnienie operacji odejmowania prze-
dzialowego, tzn. zbiér rozmyty B jest wigkszy niz zbior rozmyty A, gdy B — A (zdefinio-
wane przez t norme) jest dodatnie. W tym rozdziale opisujemy pewne wlasnosci (tacznie
z ich definicja) tego porzadku. Okazuje sie, ze porzadek pomiedzy zbiorami rozmytymi,
ktory rozwazamy w pracy jest przeciwzwrotny, przechodni, asymetryczny, zwarty, subho-
motetyczny, Archimedejski i spelia (wprowadzong przez nas i opsiana) staba wlasnosé
Ferrersa. Sam porzadek rozwazany byl juz w [42], a wlasnosci, o ktérych méwimy, nawia-

zujg do podstawowych probleméw teorii pomiarow.

5.1 Wilasnosci porzadku rozmytego opartego <.,

Zanim przejdziemy do opisywania wlasnosci, potrzebne nam beda (w tym rozdziale)

pewne lematy pomocznicze.

Lemat 5.1. Dla kazdej t-normy 7' i wszystkich x,y € [0, 1] zachodzi:
T(x,y) < Twin(z,y) = min(z,y).
Dowdd. Niech z,y € [0, 1] i zalézmy, ze © < y. Wtedy
T(x,y) < T(z,1) =2z =min(z,y) = Tnn(z,y).

]

Twierdzenie 5.2. Niech A, B € F(R), gdzie F jest rozdzing zbioréw rozmytych nad R (o
wartosciach rzeczywistoliczbowych), i niech T bedzie polciagla goérnie t— norma.

Wtedy dla kazdego a € (0, 1] relacja < jest:
a) przeciwzwrotna,

b) przechodnia,

¢) asymetryczna

d) zwarta ,
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e) spelia tzw. staba wlasnosé¢ Ferrersa: gdy A <$ B oraz C' <% D to A <$ D lub
=(B =% C)
(wigc C' <% B lub B ~% C, gdzie B ~% C & —(B <% C) i ~(C <% B) ),

f) Archimedejska: dla dowolnych A oraz B gdzie B C R, istnieje liczba naturalna

n € N taka, ze A <3 n.B,

g) spelnia wlasno$¢ subhomotetycznosci, tzn. [46]:

A <% B=nA<%nDB

gdzien.K:K@T...eBTK,

n times
oraz @7 oznacza dodawanie zbioréw rozmytych:

(B@r A)(2) = {z € R; sup {T(A(2), By)): (z.y) € R’} >a}  (52)
z=y+x
Dowdéd. ad. 5.2)
Musimy pokazaé, ze zawsze zachodzi A £$ A. 7 twierdzenia NFK (patrz (1.11))

wynika, ze

[Aor A]* = U {y—x: xe[AP,ye[A]}.

{(p.9)€(0,1]2: T(p,q)2a}

Dla kazdego p, q zachodzi [A]P C [A]? lub odwrotnie. Biorac w € [A]P N [A]? dostajemy,
7e w—w =0 € [AOr A]® Ostatecznie, nie zachodzi zawieranie [A ©7 A]* C R, czyli
A 4% A

ad. 5.2)

Zatéimy, ze A <3 B oraz B <% C. Chcemy pokazaé, ze A <3 C. Z twierdzenia NFK

wystarczy pokazac, ze

[Cor Al* = U {c—a: celCPac[A]} C(0,0).
{(p,9)€(0,1]*: T(p,q) 20}
Udowodnijmy to nie wprost. Zatézmy, ze dla pewnych p1, ¢ € (0, 1], gdzie T(p1,q1) > «
istnieja ¢ € [C]P* oraz a € [A]" takie, ze ¢ — a < 0. Niech b € [B]'. Oszacowanie

min(p1,q1) = T(p1,q1) > « implikuje, ze p; > « oraz ¢; > «. Zatem T(py,1) =p > a'i
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podobnie T'(1,q;) = ¢1 > «a. Ostatecznie

c—a=c—b+b—a
—— R
<0 >0 >0
Otrzymujemy sprzecznosc!
ad. 5.2)

Niech A < B. Wybierzmy punkty p,q gdzie T(p,q) > « i dowolne punkty y €

[B]P,z € [A]7. Wtedy x —y = —(y — x) < 0. Poniewaz T'(q,p) = T'(p,q) > «, zachodzi

x—y € [ASr B|.

Wtedy nie mozemy mie¢ B <% A.

ad. 5.2)

Niech A =% B. Zatem z samej definicji wynika, ze 0 ¢ [B ©7 A]*. Czyli albo zachodzi
[Bor Al* >0, iwtedy A <$ B albo [Bor A]* <0, i wtedy B <% A.

ad. 5.2)

Zatozmy, ze A <5 B oraz C' <% D. Z twierdzenia NFK mamy, ze

0<[BorA*= U {y—x: ye[BPze|A}.

{(p,0)€(0,1]2: T(p,q) 2}

Zauwazmy, ze to jest réwnowazne temu, ze dla dowolnych p,q takich, ze T'(p,q) > «,
mamy, ze ,[A]? jest na lewo na osi X w stosunku do [B]P” (poniewaz y — x jest zawsze
dodatnie). Podobnie C' <¢ D implikuje, ze dla kazdych p, g, gdzie T(p, q¢) > « zachodzi,
ze ,[C]? jest na lewo na osi X w stosunku do [D]P”.

Rozwazmy mozliwe trzy przypadki: B <% C' i wtedy z przechodniosci mamy, ze A <
D, or C <% B, or B ~% C (co daje teze). Zauwazmy, ze wszystkie te trzy przypadki
opisuja pozycje zbioru [C' ©1 B]* na osi 1zeczywistej OX. W szczegdlnosci, B ~p C
oznacza, ze 0 € [C ©7 B]*.

ad. 5.2)

Bedziemy jeszcze potrzebowaé nastepujacego lematu

Lemat 5.3. Dla kazdej liczby naturalnej n i dla kazdej t—normy 7', zachodzi

[n.A]* C n[A]“.
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Co wigcej, w przypadku T' = Ty, powyzsze zawieranie staje sie rownoscia. W przypadku

tzw. drastycznej t-normy nie zachodzi zawieranie odwrotne.

Dowodd. Przeprowadzimy dowdéd w oparciu o Metode Indukeji Matematyczne;j.

Zawieranie zachodzi dla n = 1. Zalézmy, ze zawieranie zachodzi dla pewnego ny.

Wtedy dla ng + 1 mamy

= U {z+y: zelAP,ye[Adr...or A}

{(pyq)€(071]2 T(p7Q)>a} no

Niech z € [(ng + 1).A]*. Istnieja z, € [A]P oraz y. € [A®r... Dy A7 gdzie p,q €

no
(0,1],T(p, q) > « takie, ze z = x,+y,. Z lematu 5.1 min(p, q) > T'(p,q) > «, wiecp,q > «a.
Zatem z, € [A]* oraz y. € [ng.A]* C ng[A]* (uzywamy tu zalozenia indukcyjnego oraz

tego, ze rodzina a-przekrojow jest zstepujaca). Ostatecznie z € (ng + 1)[A]*.

Zauwazmy, ze odwrotne zawieranie z pewnoscig zachodzi dla t-normy 7T}.;,. Istotnie,

jest tak z pewnoscig dla n = 1. Zalézmy ponadto, ze dla liczby naturalnej ny zachodzi

no[A]* C [ng.A]*. Wezmy 2 € (ng+ 1)[A]*. Thus 2z = (ng+ 1)z = =+ nex, gdzie x € [A]°.

So nox € ng[A]* C [ng.A]*. Przypomnijmy, ze

[(no +1).A]* = U {x+y: z€l[AP yc€ [ng.A]"}. (5.3)

{(p,0)€(0,1]2: T(p,q)=min(p,q) >a}

W szezegdlnosci p = ¢ = a > a, co daje z € [(ng + 1)A]°.
Drastyczna t—norma T jest zdefiniowana jako:
y ifex=1

Tp(z,y) =4 = ify=1

0 w przeciwnym przypadku

Zatem
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2A1"=[Ae A]* = U {[A] + [A]"}

{(p,0)€(0,1]2: Tp(p,q) 2}

= U {[AP + [A)7}

{(p,q)€(0,1]2: p=1Ag€[a,1] OT g=1Ap€E[a,1]}

Whioskskujemy z tego, ze 2[A]* = [A]* + [A]® nie zawiera sic w [2.A]% dla zadnego
a e (0,1).
[l

Proof of 5.2. Relacja A < n.B zachodzi, gdy [n.B ©r A]* > 0. Z twierdzenia NFK
wynika, ze (1.11)

[n.Bor A]* = U [n.B)P — [A]?

{(p,a)€(0,1]2: T(p,q) =2}

C U [n.B)P — [A]? = [n.Bog,, A]®

{(P7Q)€(011}21 Trmin (p7Q) 20&}

gdzie ostatnie zawieranie wynika wprost z lamatu 5.3. Poniewaz w przypadku prze-

dziatéw zawsze istnieje n takie, ze: n[B]* — [A]* > 0, wystarczy tylko udowodnié¢ (x).

Dowdd (%). Jest jasne, ze [n.B]* —[A]* jest postaci [n.B]P —[A]? dla p = ¢ = . Wystarczy
pokaza¢ zawieranie odwrotne. Niech (p,q) € (0,1]? gdzie Tiin(p, q) = . Wtedy z samej
definicji wynika, ze [n.B]P C [n.B]* oraz [A]? C [A]®. Zatem —[A]? C —[A]%, tak wigc

O
Zauwazmy, ze dowod f) implikuje, ze
Whiosek 5.4. Jedli [A]* < [B]%, to A <% B lub réwnowaznie [B ©p A]* C R,
O
O
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5.1. WEASNOSCI PORZADKU ROZMYTEGO OPARTEGO =,

ad. 5.2)
Zatézmy, ze A <$ B, wiec [B O A]* > 0. Zatem n[B O A]* > 0. Teraz musimy
jeszcze udowodni¢ nastepujacy:

Lemat 5.5. Dla kazdej liczby naturalnej n € N zachodzi [n.B ©7 n.A]* C n[B &1 A]*

Powyzszy lemat automatycznie implikuje Twierdzenie. Aby udowodnié¢, ze lemat jest

prawdziwy pokazemy wpierw nastepujacy

Lemat 5.6. Zalézmy, ze dla pewnych a,b, ¢, d,p,q € (0, 1] zachodzi T'(a,b) > p,T(c,d) > q
oraz T(p,q) > a. Wtedy T'(a,c) > a oraz T'(b,d) > «.

Dowodd Lematu 5.6. Wystarczy uzy¢ Lematu 5.1 i podstawowych wlasnosci t— normy.

Istotnie,

Podobnie

T(b,d) = T(T(b,d),1) > T(T(b,d),c) = T(b,T(d,c)) = T(b, T(c,d))

Wystarczy udowodni¢ Lemat 5.5

Dowd6d Lematu 5.5. Wykorzystamy tu Metode Indukcji Matematycznej.
7 pewnoscig zawieranie zachodzi dla n = 1. Zalézmy, ze zachodzi takze dla jakiejs

dodatniej liczby ng € N. Tak wiec [ng.B Ot ng.A]* C ng[B ©r A]*. Dla ng + 1 zachodzi

[(TLO + 1)B Or (77,0 + 1)A]a

- U {z—y, x€[(ng+1).B,y € [(no+1).A]7}.
{(p,9)€(0,1]2: T(p,q)2a}

Niech z € [(ng +1).B ©r (ng + 1).A]*. Wiec z = x, — . dla pewnych x, € [(ng + 1).BJP

oraz y, € [(ng + 1).A]?, gdzie p,q € (0,1] oraz T(p,q) > a.
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Ponadto

[(no +1).B)P = U {c+d, ce€l[BP dec[ng.B]%.
{(,9)€(0,1]2: T(p,q)>p}
A zatem x, = c,, + d,. dla pewnych c,, € [B]P* oraz d,, € [ng.B|%, gdzie py1,q € (0, 1],
T(p1,¢1) > p.
Podobnie y, = e,. + f,. dla pewnych e, € [A]?* oraz f,. € [ng. A", dla py,q; € (0,1]
gdzie T'(p1,q1) = q. Reasumujac

Z:xz_yzzc$z+dl'z_eyz_fyz:C$z_€yz+d$z_fyz'

Lemat 5.6 dla a = p1,b = ¢1,¢ = p1,d = ¢ implikuje, ze T'(p1,p1) = a oraz T(G1,¢1) > .
Wtedy c,. —e,. € [BO A]* oraz d,. — f,. € [no.B ©ng.A]* C ng[B © A]* (z zalozenia
indukcyjnego).

Finalnie z € (ng + 1)[B © A]%, co koticzy dowdd.

W [2] U. Bodenhofer podal sposéb, ktéry pozwala na poréwnanie zbioréw rozmytych
przy pomocy porzadku przedziatowego <;. Jak wynika z definicji I.12. (i rozwazan powyzej

tej definicji) oraz propozycji 1.13 w [2], dla dowolnego A, B € F(X) mamy:

A< B <— vae[o,l] [A]a <7I [B]a <~ Vxe[g]aﬂye[g]ay < /\vme[g]aaye[g}al‘ <y

Zachodzi takze nastepujace Twierdzenie.
Twierdzenie 5.7. Zatézmy, ze [A]', [B]' # () oraz (X, <) = (R, <). Wtedy
(vae[o,l] A < B) — A<, B.
Ponadto, odwrotne zawieranie nie zachodzi.

Dowod. Zatézmy, ze Vaejo A <% B. Wtedy

[Bor Al* = U {y—z: ye[Bf,xe[A} CRy

{(p,9)€(0,1]2: T(p,q) 2}
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5.2. WNIOSKI

dla kazdego o € [0, 1]. Skoro T'(e, 1) = a =T(1,a) > a, to

[B]* — [A]' > 0 oraz [B]' — [A]* > 0.

Przypomnijmy, ze [f_l]l C [A]* oraz [B]' C [B]a. Mamy
VeeBle3yelley S T A VoepajaIyepe < Y,

so A <; B.

Zauwazmy, ze [A]* <; [B]* moze by¢ prawdziwe nawet w przypadku [A]* N [B]* # (-
rozwazmy A = B. 7 drugiej strony dla t-normy Ty (7,y) = min(z,y), gdy A <% B to
[B]* — [A]* > 0 (poniewaz Tpn(a, o) = a > a), wiec w szczegdlnoéei przypadek, gdy

A = B jest wykluczony.

5.2 Whnioski

Dobrze jest podkresli¢ znaczenie wprowadzonego porzadku w kontekscie do teorii po-
miarow.

W pracy [27] udowodniono, ze arytmetyka przedzialowa moze opisaé¢ pomiar z bltedem
systematycznym. Zaproponowana definicja (5.1) porzadku na zbiorach rozmytych jest
uogolnieniem porzadku przedziatowego, i pozwala na opis pomiaréw zawierajacych btad
przypadkowy. Algebraiczna struktura opisujgca btedy systematyczne powinna by¢ wypo-
sazona w relacje homotetyczna, (porzadek przedziatowy jest homotetyczny), podczas gdy
opis btedow niesystematycznych wymaga porzadku zadajacego relacje subhomotetyczna
([46, 42]). Subhomotetycznosé relacji komparacji jest warunkiem wystepowania bledéw
niesystematycznych. Homotetyczno$é jest relacja, dla ktorej zachodzi: n.a < n.b <=
a <b(gdzien.a=a®da...da), dla dowolnej liczby powielen n, czyli liczba powielen nie
wpltywa na doktadno$é¢ pomiaru.

W pracy [45] zaproponowano model struktury rozmytej z arytmetyka oparta o t—norme,
i z porzadkiem zdefiniowanym jako porzadek przedziatlowy na 0-przekroju (porzadek prze-
dzialowy na nosnikach zbioréw rozmytych). W tej pracy uogélniamy taki porzadek do

dowolnego a-przekroju.
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Celem takiego rozszerzenia jest analiza niepewnosci wynikéw pomiaréow tak, aby za-
chowane byty algebraiczne wtasnosci modelu probabilistycznego. Niepewnos¢ rozszerzona
w modelu probabilistycznym zdefiniowana jest jako promien przedziatu ufnosci estyma-
tora wartosci oczekiwanej !. Wynikiem pomiaru jest wiec przedzial, ktéry identyfikujemy
z przedzialem ufnoéci. Przedzialy ufnosci tworzg rodzine przedziatow sparametryzowa-
nych przedziatem ufnosci. W modelu probabilistycznym rodzing przedzialéw wyznacza sie
metodami statystyki matematycznej dla danej serii pomiaréw (traktowanych jako proba
losowa) i dodatkowych danych o przyrzadzie pomiarowym i warunkach pomiaru [18].

W przypadku modelu rozmytego wynikiem pomiaru jest rodzina zbiorow. Kazda nie-
pusta rodzina zbioréw A, jest rodzina a—przekrojéw pewnych zbioréw rozmytych, gdy
dla dowolnych a, 8 € (0, 1), gdzie o < 3, mamy Az C A, (patrz [4]). Rodzine przedziatéw
spelniajacych powyzszy warunek mozna uzyskaé z rodziny przedzialéw ufnosci na wiele
sposobdéw, jednak niezaleznie od sposobu uzyskania takiej rodziny mamy model, w ktérym
zbior rozmyty generowany przez taka rodzine reprezentuje wynik pomiaru.

Okredlenie niepewnosci pomiaru jest etapem posrednim do wyznaczenia relacji po-
rzadku pomiedzy wynikami pomiaréw uzyskanymi w réznych eksperymentach. From a
statistical point of view, an appropriate test of the hypothesis should be built. Kryterium
tego, ze dwa wyniki pomiaréw sa rozne jest to, ze przedziat ufnosci réznicy dwoch zmien-
nych losowych lezy poza zerem. W przypadku dwoch klasycznych zmiennych losowych
mozemy uzy¢ t—rozktadu dla dwoch zmiennych.

W przypadku rozmytej teorii pomiaréw kryterium rozrézniania dwéch wynikow po-
miarowych jest zdefiniowane dla « przekrojow. W modelu rozmytym przedzialy ufnosci
sa zastapione przez a-przekroje, dla ktérych stopien jest zdefiniowane przez (5.1).

Wtasnosci tego porzadku pozwalaja na sformutowanie odpowiednich twierdzen o re-

prezentacji.

!Standardowa niepewno$é nie ma odpowiednika w modelu rozmytym
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Rozdziat 6

Whnioski z pracy 1 dalsze badania

Metoda probabilistyczna opisu zjawisk ma swoj poczatek w teorii gier, gdzie gra polega
na wyborze ze zbioru okresloncyh mozliwosci tworzacych zbior zdarzen elementarnych.
Na przetomie XIX i XXw model probabilistyczny stal sie podtsawsg fizyki statystycz-
nej. Jednoczesnie probabilistyka stata si¢ podstawa analizy danych doswiadczalnych jako,
ze w owych czasach niedoktadnos¢ pomiaru kojarzona byta z rozrzutem probabilistycz-
nym. Zbiory rozmyte zaproponowano w drugiej potowie XXw w celu opisania decyzji eks-
perckich. Jesli pomiar opiszemy jako poréwnania ze wzorcem to podstawowym modelem
powinien by¢ model matematyczny opisujacy stopien dopasowania wzorca do whasnosci
badanego obiektu a nie losowania ze zbioru obiektow.

Bledu nie znamy wiec mamy do poréwnania modele podejmowania decyzji dotycza-
cej wyboru metody oceny niepewnosci jako jakiegos parametru rozktadu btedow. Wybor
miary maksytywnej wydaje sie by¢ lepszy do analizy danych traktowanych jako decyzja,
jednak teoria dominujaca z wielowiekowa tradycja dziala na przyzwyczajenia. Autorka
wyraza przekonanie, ze metode zbiorow rozmytych nalezy rozwijaé¢ tak aby stata si¢ row-
norzedng teorig.

W tym krotkim rozdziale na zakonczenie chcialam przedstawi¢ wybrane wnioski z

pracy i naswietli¢ dalsze kierunki badan.

6.0.1 Podsumowanie i najwazniejsze tezy

Jesli chodzi o podsumowanie i najwazniejsze tezy to postanowitam wyrdznic:

a) niepewnosé¢ w modelu zbioréw rozmytych reprezentuje btedy pomiarowe przy zaltoze-

niu, ze podejmowanie decyzji o modelu niepewnosci opisane jest miarg maksytywna.
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Miary maksytywne opisuja lepiej proces podejmowania decyzji niz miary addytywne
b) reprezentacja w zbiorach rozmytych zdefiniowana jest przez wtasnosci porzadku

c¢) transformacja probability to possibility pozwala na potaczenie metody A i B w

jezyku zbioréw rozmytych
Jesli chodzi o dalsze kierunki badan, to z pewnoscia nalezatoby

a) uogblni¢ transformacje probability to possibility dla ogdlnej funkcji zaleznosci prze-

kroju alpha od poziomu ufnosci p: a = a(p)
b) odpowiedzie¢ na pytanie, ,,Czy porzadek rozmyty tez ma prog o postaci sumy?

1) sktadowa d5(a,b) dekomponowalna na dwa niezalezne sktadniki:

5y(a,b) = Ala) + A(D)

2) sktadowa €(a,b) niedekomponowalna na sume niezaleznych sktadnikéw.
A moze prég nalezatoby wyrazi¢ przy pomocy metryki fuzzy 77

c) opisa¢ algorytm empirycznego wyznaczania generatora T-normy potrzebnego do

arytmetyki sktadania sktadowych niepewnosci

d) opisa¢ algebraicznie porzadki probabilistyczne i zbadaé¢ warunki homomorfizmu po-

rzadkow rozmytych i probabilistycznych

e) metryka rozmyta w naturalny sposob wynika z zaproponowanego porzadku rozmy-
tego, nalezy zbada¢ metryki rozmyte i pokaza¢ zastosowanie w metodach dopaso-
wania krzywej do danych do$wiadczalnych (w odpowiedniku metody najmniejszych

kwadratow).
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