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PODALGEBRY ALGEBR MACIERZY NAD CIAEEM SPEENIAJACE
TOZSAMOSCI KOMUTATOROWE

JOACHIM JELISIEJEW

Przedstawiona praca dotyczy algebr, a konkretniej podalgebr A algebr macierzy nad ciatem
M, (K). Podalgebry te s kluczowe w wieln obszarach algebry, gdyz zrozumienie ich jest réwno-
wazne zrozumieniu lewych A-moduléw rangi n.

Gléwna czes$é pracy, Rozdzialy 3-4, dotyczy podalgebr A spelniajacych tozsamosé

(1) [xlvyl] - [za, y2] Tl [wqayq] =0,

dla dowolnych z1,..., 24,1, .., ¥y, € A. W pracy nazywane sa one D, podalgebrami. Tozsamosé
ta jest bardzo specyficzna, gdyz jest réwnowazna warunkowi [A, A]? = 0, czyli nilpotentnosci
komutatora algebry A, patrz Lemat 3.2.1. Przy probie klasyfikacji takich podalgebr pojawiaja
si¢ naturalne pytania:

e Jaki jest maksymalny wymiar A C M, (K) spetniajacej Tozsamosé (1)7
o Jakie sa klasy izomorfizmn podalgebr A C M, (K') maksymalnych ze wzgledu na inkluzje?
e Jakie sa klasy izomorfizmu podalgebr A C N[,,(K) maksymalnego wymiaru?

Przypadek q = 1, tj. przemiennej algebry A, zostal zbadany przez Schura oraz Jacobsona, Autor
streszcza ich wyniki w podrozdziale §2.1.

W przypadku g > 1 wiadomo bylto znacznie mniej. Odpowiedzi na pierwsze pytanie udzielit
Domokos [Dom03], patrz tez Réwnanic (3.1.1) w pracy doktorskiej. Drugie i trzecic z pytan
pozostawaly otwarte i byly explicite sformulowane w [vWZ19]. Przedstawiona praca doktorska
udzicla na nic wyczerpujacej odpowicdzi, ktora streszezam ponizej.

Ponizej, A C M, (K) jest podalgebra speiniajaca Tozsamosé (1). Zakladamy dodatkowo, ze
A jest maksymalna ze wzgledu na inkluzje.

Strategia klasyfikacyjna zastosowana w pracy jest zasadniczo elementarna. Z twierdzenia Liego
wynika, ze z dokladnos$cia do sprzezenia, podalgebra A jest zawarta w macierzach blokowo
gornotréjkatnych, o blokach (n1....,nq), gdzie ¢ jest tym samym, co w (1). Z maksymalnosci A
wynika, ze A rozklada sie na bloki. przy czym bloki nad diagonala sg pelne, a bloki diagonalne
odpowiadaja maksymalnym podalgebrom przemicnnym, patrz Twicrdzenic 3.2.5. Autor nazywa
takie algebry algebramsi typu I, patrz Definicja 3.1.8. W postaci blokowej mozna juz bezposrednio
sprawdzié, ze odpowiednia algebra jest maksymalna (Twierdzenie 3.2.7). Autor méwi, ze A jest
algebrg typu II, jesli wymiar kazdego z diagonalnych blokéw jest maksymalny, tj. dla bloku

. . . . T
rozmiaru n; X n; odpowiednia podalgebra ma wymiar ——J + 1.

1
Pozostaje zbadad, kiedy dwie algebry A, B typu [ sy sprzezone. Autor pokazuje tu (Twierdze-
nie 3.3.6), ze jedynie ,oczywiste” sprzezenia sg mozliwe, tj. bloki dla A, B maja mieé¢ te same

wymiary i bloki diagonalne powinny by¢ sprzezone.
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Ogolniej, mozna pytan, kiedy dwie algebry A, B sa izomorficzne. Jest to stabszy warunek, bo
izomorfizm algebr nic musi realizowaé si¢ poprzes sprzgzenic. Mimo to, Autor pokazuje (Twicr-
dzenie 3.4.4), ze zachodzi ta sama sytuacja, tj. jesli izomorfizm istnieje, to bloki A, B sa réwnych
wielkosci i algebry w blokach diagonalnych sa izomorficzne. Podkresla on tez, ze nie jest to wa-
runek wystarczajacy do izomorfizmu.

W ostatniej czedci rozdziatu trzeciego, Twierdzenie 3.5.5, Autor znajduje jawny wzdér na mak-
symalny wymiar D, podalgebry w M,(K), tj. maksymalizije on funkcje wprowadzona przez
Domokosa.

Rozdzial czwarty pracy bazuje na obserwacji, ze dla ¢ = n, kazda maksymalna ze wzgledu
na inkluzje D, podalgebra M, (K) jest sprzezona z podalgebra U, (K) macierzy gornotrojkat-
nych. Sugeruje to badanic ogdlnicj zanurzen D, podalgebr w Dy algebry. Zasadnicze wyniki
sa otrzymane dla ciala algebraicznie domknietego K, wiec dodaje to zalozenie ponizej. Autor
obserwuje (Twierdzenie 4.1.4), ze dla A C U,(K) wyniki rozdzialu 3 pozostaja w mocy bez
zastosowania sprzezenia. Pokazuje on, ze (dla ¢ > 3) maksymalna D,_1 podalgebra jest za-
warta w maksymalnej D, podalgebrze, Twierdzenie 4.2.2. Wreszcie, omawia on przypadek D,_;
podalgebry zawartej w D, podalgebrze i podaje, kiedy to zawieranie jest ,oczywistym”, patrz
Twierdzenie 4.2.13. Twierdzenie 4.3.5. Ten rozdziat konczy badania D, algebr w pracy.

W rozdziale 5, Autor rozwaza tozsamosé

(2) (w1, 1], 21] - - - [[%q, wgl, 2] = 0

dla wszystkich @1,...,Zq. Y1,-..,YUq 21, - .-, 2 € A € My (K). Role komutatora peni tu tozsa-
mosé [[z,y], z]. Podalgebre A spelniajaca [[#1, 1], 1] = 0 dla wszystkich z1,y1,21 € A nazywa
sie Lns podalgebra. Gléwnym wynikiem dotyczacym podalgebr A C M, (K) spelniajacych (2)
jest Stwierdzenie 5.4.5, ktore pokazuje, ze kazda taka maksymalna podalgebra jest sprzezona
z algebra blokowo gérnotréjkatna, o blokach (n1,...,nq), gdzie diagonalne bloki sa Lns podal-
gebra. Pozwala to oszacowaé (Twierdzenie 5.4.6) z géry maksymalny wymiar A.

Praca jest obszerna i uderza w niej wysoka jako$¢ warsztatowa: nie zdarzaja sie literdwki,
praktycznie wszystkie zalozenia w twierdzeniach sa ilustrowane przyktadami, catosé jest napi-
sana bardzo jasno (chyba jedyna definicja, ktéra byla nicjasna, to 4.2.6, gdy pojawiaja si¢ A’
Nieco dziwi réwniez nazewnictwo typ w Definicji 3.1.8: naiwnie oczekiwalbym, ze trzy typy algebr
znacza trzy parami tézne typy, czyli podzial, a nic rosngca hierarchia). Praca jest elementarna,
tj. praktycznie méwiqc, jest zrozumiala dla dobrego studenta etapu licencjackiego. Jej wyniki sa
jednak dostatecznie wazne, by stanowié¢ cze$é publikacji [MvWZ24b, MvWZ24al.

Podsumowujac, uwazam, ze obecna wersja pracy spelnia zaréwno ustawowe, jak i zwy-

czajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim.
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