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Recenzja
rozprawy doktorskiej magistra Paviła Matrasia

p.t_ Pod,algebry algebr macierzy nań ciałem spełńajrye tożsamości komutatorowe

dla Rady Naukowej Dyscypliny Matematyka
Politechniki Warszawskiej

Rozprawa doktorska magistra Pawła Matrasia doĘczy teorii algebr skończenie wymia-

rowych. Rozważana w niej problematyka mot3rwowana jest klasycznymi pracami I. Schura

z I9a5 roku i N- Jacobsona z t944 roku. DoĘczyĘ one opisu maksymalnych przemiennych

podalgebr pełnych aĘbr macierzy n x n nad ciałami. Wyniki Schura i Jacobsona były
inspiracją dla wielu autorów do dalszych badań w tym kierunku. Potwierdzają to prace:

R.C. Courtera (Duke Math. J., 1965), Vr. H. Gustafsona (J. Algebra, 1976), T"J, Laffey'a

(Linear Algebra and its Applications, 1985), W.C. Brourna (Cornm. Algebra, 1994) oraz M.
Domokosa i M- Zubora (Jorrrnal of Algebra and Its Applications, 2003)- W ostatnim okresie

obserwujemy dńe zńnteresowa,rrie kierunkiem pokrewnym, zwiryaayran z opisem podalgebr

algebr macierzy spełniają,cych pewnego ty;lu tożsamości wielomianowe. Są to prace opubli
kowane w ostatrriej dekadzie pt7ez L. van Wyka, M. Ziembowskiego, J. Szigetiego, J. Van
der Berga i P. Matrasia. W tym nurcie mieści się przedłożona rozpravra. Autora interesują

podalgebry algebry macierzy spełniające tozsamość wielomianovrą typu komutatorowaego,

czyli postaci

Iruy1']. Lrz,uz] . . . . . |*r,, Uq] : 0.

Są to szczególnie ważne tożsamości, bo jak wynika z twierdzenia Malceva (Algebra and Lo-
gic, 1971) kaada tożsamość wielomianowa algebry nad ciałem charakterysĘki zero jest kon-

sekwencją tożsamości komutatorovrych. Podalgebry algebry macierzy M"(K) spełniające

tożsamŃć komutatorovrą autor rrazJrsra Ą podalgebrami (od nazwiska M. Domokosa, który
w pracy z2Oa3 roku m.in. oszacovłał maksymalny wymiał Ą-podaĘbry aĘbry uncietzy
M"(K) dla dowolnej )rczby q ś n). Jednym z głóvrnych rezultatórnr rozpra§/y jest wyzna-

czenie klas sprzężonośei maksymalnych Ą-podalgebr w algebrze macierzy M.(K) (Thrier-

dzenie 3.2.5). W kolejnym ważnym rezu}tacie placy (Twierdzenie 3.4-7), autor rozwiązuje

ffi dą wi.seketono&]pb.e<lu.pl
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problem izomorfizmu dla Dn-podalgebr maksymalnego wymiaru na,d ciałami aĘbraicz-
nie domkniętymi- Udowadnia, że izomarfrczle Do-podalgebry maksyrrralnego wymialu §ą

sprzężone. Interesująpe są wyniki rozdziału czwartego o zanurzaniu Ą-r-podalgebr maksy-

malnych w Ą-podalgebry maksymalne na,d ciałami algebraicznie domkniętymi i pokazanie

istotności założeńa o algebraicznej dornkniętości ciała. Końcoq/a część rczptawy dotyczy
podalgebr algebry macierzy spełniających tożsamość wielomianową vr postaci iloczynu q

komutatorów stopnia 3, czyli fi,[[*o, Ut],z6]: 0. Nazywane §ą one ,tDo-podalgebra.rni. W
El

Twierdzeniu 5.4.6 autor podaje górne oszaco\ilanie vlymiaru trĄ-podalgebry w Mn(K) oraz
konstruuje podalgebrę wymiaru malis3rmalnego.

Rozprawa jest obszerna (143 strony); składa się z wprowadzenia, pięciu tozdztałów otaz

bibliografii, w której wymieniono 50 pozycji. Wprovradzenie zawiera motywacje, lrrótki rys
historyczny oraz sformułovrania głóvrnych wyników Tozprayiy.

W rozdziale pierwszym przedstawione są definicje i niezbędna wiedza z zakresu teorii
algebr skończenie wymiarowych i algebr spełniających tożsa,mŃci wielomianosrc. Szczeg6|-

nie dokładnie zaprezentov/ano, ważny w wielu miejscach lozprawy, opis podalgebr algebry

macierzy M"(K) zavrieĘących niezerowe idea}y nilpotentne.

Rozdział drugi zawiera szczegółowe omółrrienie Schrrra i Jacobsona o przemien-

nych podalgebrach maksymahego wymiaru w algebrze macierry M"(K).Znałzącą część

tego rozdziału zajmują przemienne podalgebry maksymalne (w sensie inkluzji), ze szcze-

gólnym uwzglęrlnieniem różnic z przemiennymi podalgebrami maksymalnego wymiaru_

W rozdziale trzecim autor zaprezentowaŁ rozszetzenie rezultatów o przemiennych podal-
gebrach na Do-podalgebry. Zwtóćmy uwagę na to, że zgodnie z terminologią wprowadzoną

w pracy, przemienne podalgebry sQ Dr podalgebrami. Głóvrne wyniki dotyczą vryznaftze-

nia klas sprzężoności maksymalnych Ą-podalgebt oraz wykazania, że w przypadku Dn-
podalgebr maksymalnego wymiaru izomońzm algebr ozllaeza ich sprzęż;enie pewną macie-

rzą odwracalną.

Rszdział czwarĘ po,święcony jest m.in. blokowo trójkątnej postaci maksymalnych Dn-

podalgebr zawarĘch w algebrze macierzy górnotrójkątnych (Thrierdzenie 4.1.4). Autor
przedstalrria m.in. odpowiedź na p;ńanie z pracy L. aan Wgk, M. Zi,embowsłri, Lie so-

luabilźtg i,n matrir algebra, Li,near an Multźli,yl,ear Algebra, 2019. W ważnym Tuderdzeniu

4.3.5 wykazano jednoznałznńć postaci bloko$ro trójkątnej Du-podalgebr maksymalnego
wymiaru.

W ostatnim rozdziale piątym autor rozważa.ŁĄ-podalgebry podalgebry algebry macie-

rzy. Klasa trĄ atgebr zawiera m.in. algebry rczwiązalne stopnia 2 w serrsie Liego. Badania
te są zatem dobrze uzinadnione. Głównym rezultatem jest wyznaczenie maksymalnego wy-
miaru LDr-podńgebry w M"(K) i efektywne wskazanie LDo-podalgebry maksymalnego
wymiaru (Przykład 5.4.9). 
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Ocena.

Poziom naukowy przedłożonej rozprawy oceniam wysoko. Końcowy efekt rozprawy zaLeży

od wielu rezultatów innych autorów, w tym twierdzeń strukturalnych uzyskanych stosun-

kowo niedau,no pnzez L. van Wyka i M. Ziembowskiego. Autorovri udało się przedstawić

w sposób bardzo klarowny i precyzylny niezbędną wiedzę o aktualnym starrie wiedzy roz-

wazanej problematyki, co bardzo ułatwia śledzenie dowodóTy. Praca stanowi kompletne

opracowanie na temat strulctury podalgebr pełnej algebry macierzy spełniających tożsa-

mości komutatorovre, Liczne komentarze natury synteĘcznej, zwracające ulĄ/agę czytelnika

na trudności jakie były do pokonania i jakie rezultaty ą ważne dla uzyskania głównych

twierdzeń, w sposób istotny podnoszą jakość rozprawy. Nie mam wątpliwości, że autor

wykazał się duzą wiedzą z teorii algebr skończenie wymiarovrych i algebry liniowej oraz

umiejętnością wykorzystania tej uriedry do rozwiązania trudnego zadania badawczego.

Dowody prezentovranych rezultatów mająztóżnicowany stopień trudności. W większości
jednak dość skomplikovrane technicznie i nasycone kombinatoryką. Ich czytelne, a jedno-

cześnie dostatecznie formalne przedstawienie wymagało więc znacznego wysiłku. Praca, w

zakresie prezentacji dovrodów, jest dobrze i przejrzyście zredagowana. Rozprawa zawiera

komentarze wartościująpe uzyska,rre wyniki i odniesienia do badań innych autor&nr. Na
uwagę zasługują liczne przykłady ilustrująpe wprowadzone pojęcia otaz pokaaujące istot-
ność czyńonych założęń,. Lekturę pracy ułatwiłoby znałznie dodanie skorovridzu pojęć oraz

używanych symboli.
Praca jest w zdecydowanej większości starannie zredagowarra, o cąrm świadczy znikoma

Iiczba błgdów redakcyjnych. Przyto czę tl kilka:

- strona 114 i 118: postawienie kwanĘńkatora dła dowolnej liczby naturalnej q...lakońcu
sugeruje (moim zdaniem) spełnianie przez algebry tożsamości dowolnie dużego stopnia.

Każdy z wysrrzególnionych punktów pourinien załzynń się raczej od: uryznaczenia d,la

każdej li,czbg naturalnej q > 2 maksymalnego urym,źarru....;

- strona L313: povrinno raczej być problemu,izomorfizmu;

- mozna lńeć zastrz€zenia do precyzji definicji podalgebry przytoczonej na stronie 15;

brakuje informacji o działaniach w P;
- strona 4815: powinno byĆ źd,eału gerlerow{wlego zamiast id,enł genervw&ftega;

- strona 1333: powinno być generowenym zarniast genleT"oun&nai

Wyniki wcho&ące w skład rozprawy stały się podstawą arĘkułów naukołrrych, opubli-

kowanych w renomowanych czasopismach- Pan mgr Matraś jest współautorem 2 publikacji
(wg. baay MathSciNet na dzień 28 sierpnia 2a25) po jednej w Jounwl af Algebra i Li,near

Algebra and its Appli,cati,ons. Obie prace dotyczą bezpośrednio omaqrianej rozprawy. Wy-
daje sę, że wyniki z czwańego rczdziałll o zanurzaniu maksymalnych Ą_r-podalgebr w
maksymalne Ą-podąle"b.y algebry M"(K) i związane n tym zaga,dnienie jednoznaczności

zapisu w postaci blokovro trójkatnej Do-podalgebr maksymalnego wymiaru (Tkierdzenie
4,3.5) są oryginalne i zostaną opublikovrarre; dobrrm czasopiśmie aĘbraicznym.
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podsumowanie.

Ańykuł 187 ust.1 i 2 Ustawy z dnia 20lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyrższym
i nauce stwierdza, że Rozpra,wa do*orska prezentuje ogólnq wiedzę teoretycznq kandyilata w

dyscgpli,nie alba dgscyplirnch oraz umdejętność samodzźelnego prowadzeni,a pmcg naukowej

lub ańystycznej oraz Przedmiotem rołpr&w d,oktorshi,ej jest oryginalne rozui,qzan,i,e pro-

blemu naukowego, oryginńne rozwĘzanie w zalłres,i,e zastosowania wyników własnych badań

naukourych w sferze gospad,arc,zej lub społamej a[ba oryginalne dokonani,e ańystyczr,e. Nie
mam wątpliwości, że przedłożona rozprawa spełnia te warunki. Przedstavrione rezultaty są

wartościowe i ciekawe dla specjalistów. Autor wykazuje też, że potrafi się swobodnie posłu-

giwac dość szerokim spektrum metod oraz głębokąwiedząz Algebry Liniowej. Uwńam, że

rozprawa doktorska spełnia, wszystkie ustawovłe warunki i uzasa,dnia nadanie magistrowi
pawłovri Matrasiouri stopnia naukovrego doktora w dziedzinie nauk ścisĘch i prąrrodni-

czych, w dyscyplinie matematyka. 
-Wnoszę 

o jej prryjęcie oraz dopuszczenie kandydata do

dalszych etapów po§tępov.ania w sprawie na,dania stopnia doktora.
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