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Recenzja
rozprawy doktorskiej magistra Pawla Matrasia

p.t. Podalgebry algebr macierzy nad cialem spelniajgce tozsamosci komutatorowe

dla Rady Naukowej Dyscypliny Matematyka
Politechniki Warszawskiej

Rozprawa doktorska magistra Pawla Matrasia dotyczy teorii algebr skoficzenie wymia-
rowych. Rozwazana w niej problematyka motywowana jest klasycznymi pracami I. Schura
z 1905 roku i N. Jacobsona z 1944 roku. Dotyczyly one opisu maksymalnych przemiennych
podalgebr pelnych algebr macierzy n x n nad ciatami. Wyniki Schura i Jacobsona byty
inspiracjg dla wielu autoréw do dalszych badan w tym kierunku. Potwierdzajg to prace:
R.C. Courtera (Duke Math. J., 1965), W. H. Gustafsona (J. Algebra, 1976), T.J. Laffey’a
(Linear Algebra and its Applications, 1985), W.C. Browna (Comm. Algebra, 1994) oraz M.
Domokosa i M. Zubora (Journal of Algebra and Its Applications, 2003). W ostatnim okresie
obserwujemy duze zainteresowanie kierunkiem pokrewnym, zwigzanym z opisem podalgebr
algebr macierzy spelniajacych pewnego typu tozsamosci wielomianowe. Sg to prace opubli-
kowane w ostatniej dekadzie przez L. van Wyka, M. Ziembowskiego, J. Szigetiego, J. Van
der Berga i P. Matrasia. W tym nurcie miesci sie przedlozona rozprawa. Autora interesuja
podalgebry algebry macierzy spelniajace tozsamos$é wielomianows typu komutatorowaego,
czyli postaci

[331,y1] 5 [l’z,yz] R [.'L‘q,yq] = 0.

Sa to szczegdlnie wazne tozsamosci, bo jak wynika z twierdzenia Malceva (Algebra and Lo-
gic, 1971) kazda tozsamos$é wielomianowa algebry nad cialem charakterystyki zero jest kon-
sekwencjg tozsamoéci komutatorowych. Podalgebry algebry macierzy M, (K) spelniajace
tozsamos$é komutatorows autor nazywa D, podalgebrami (od nazwiska M. Domokosa, ktéry
w pracy z 2003 roku m.in. oszacowal maksymalny wymiar D,-podalgebry algebry macierzy
M, (K) dla dowolnej liczby ¢ < n). Jednym z gltéwnych rezultatéw rozprawy jest wyzna-
czenie klas sprzezonoéci maksymalnych D, -podalgebr w algebrze macierzy M, (K) (Twier-

dzenie 3.2.5). W kolejnym waznym rezultacie pracy (Twierdzenie 3.4.7), autor rozwiagzuje
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problem izomorfizmu dla D,-podalgebr maksymalnego wymiaru nad ciatami algebraicz-
nie domknietymi. Udowadnia, ze izomorficzne D, -podalgebry maksymalnego wymiaru sg
sprzezone. Interesujace sa wyniki rozdziatu czwartego o zanurzaniu D,_;-podalgebr maksy-
malnych w D,-podalgebry maksymalne nad ciatami algebraicznie domknigtymi i pokazanie
istotnos$ci zalozenia o algebraicznej domknietoéci ciata. Koncowa czes¢ rozprawy dotyczy
podalgebr algebry macierzy spelniajacych tozsamo$é wielomianowg w postaci iloczynu ¢
komutatoréw stopnia 3, czyli _Ig[ [[z:,yi], zi] = 0. Nazywane sa one LD,-podalgebrami. W
Twierdzeniu 5.4.6 autor podabjeZ ?glérne oszacowanie wymiaru LD,-podalgebry w M, (K) oraz
konstruuje podalgebre wymiaru maksymalnego.

Rozprawa jest obszerna (143 strony); sklada si¢ z wprowadzenia, pieciu rozdzialéw oraz
bibliografii, w ktérej wymieniono 50 pozycji. Wprowadzenie zawiera motywacje, krotki rys
historyczny oraz sformutowania gléwnych wynikéw rozprawy.

W rozdziale pierwszym przedstawione sg definicje i niezbedna wiedza z zakresu teorii
algebr skoniczenie wymiarowych i algebr spetniajacych tozsamosci wielomianowe. Szczegdl-
nie doktadnie zaprezentowano, wazny w wielu miejscach rozprawy, opis podalgebr algebry

macierzy M, (K) zawierajacych niezerowe idealy nilpotentne.

Rozdzial drugi zawiera szczegétowe oméwienie wynikéw Schura i Jacobsona o przemien-
nych podalgebrach maksymalnego wymiaru w algebrze macierzy M, (K). Znaczaca czesé
tego rozdziatu zajmujg przemienne podalgebry maksymalne (w sensie inkluzji), ze szcze-

gblnym uwzglednieniem réznic z przemiennymi podalgebrami maksymalnego wymiaru.

W rozdziale trzecim autor zaprezentowal rozszerzenie rezultatéw o przemiennych podal-
gebrach na Dg-podalgebry. Zwré¢émy uwage na to, ze zgodnie z terminologia wprowadzong
w pracy, przemienne podalgebry sg D; podalgebrami. Gtéwne wyniki dotycza wyznacze-
nia klas sprzezonosci maksymalnych D,-podalgebr oraz wykazania, ze w przypadku D,-
podalgebr maksymalnego wymiaru izomorfizm algebr oznacza ich sprzezenie pewng macie-
rzg odwracalng.

Rozdzial czwarty po$wiecony jest m.in. blokowo tréjkatnej postaci maksymalnych D,-
podalgebr zawartych w algebrze macierzy gérnotrdjkatnych (Twierdzenie 4.1.4). Autor
przedstawia m.in. odpowiedz na pytanie z pracy L. van Wyk, M. Ziembowski, Lie so-
lvability in matriz algebra, Linear an Multilinear Algebra, 2019. W waznym Twierdzeniu
4.3.5 wykazano jednoznacznos¢ postaci blokowo tréjkatnej D,-podalgebr maksymalnego
wymiaru.

W ostatnim rozdziale pigtym autor rozwaza LD,-podalgebry podalgebry algebry macie-
rzy. Klasa LD, algebr zawiera m.in. algebry rozwiazalne stopnia 2 w sensie Liego. Badania
te sa zatem dobrze uzasadnione. Gléwnym rezultatem jest wyznaczenie maksymalnego wy-
miaru LDg-podalgebry w M, (K) i efektywne wskazanie LD, ,-podalgebry maksymalnego

wymiaru (Przyklad 5.4.9).
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Ocena.

Poziom naukowy przedtozonej rozprawy oceniam wysoko. Konicowy efekt rozprawy zalezy
od wielu rezultatéw innych autoréw, w tym twierdzen strukturalnych uzyskanych stosun-
kowo niedawno przez L. van Wyka i M. Ziembowskiego. Autorowi udalo sie przedstawic
w spos6b bardzo klarowny i precyzyjny niezbedna wiedze o aktualnym stanie wiedzy roz-
wazanej problematyki, co bardzo ulatwia $ledzenie dowodéw. Praca stanowi kompletne
opracowanie na temat struktury podalgebr pelnej algebry macierzy spetniajacych tozsa-
moéci komutatorowe. Liczne komentarze natury syntetycznej, zwracajace uwage czytelnika
na trudnosci jakie byty do pokonania i jakie rezultaty sa wazne dla uzyskania gléwnych
twierdzen, w sposéb istotny podnoszg jako§é rozprawy. Nie mam watpliwosci, ze autor
wykazal sie duzg wiedzg z teorii algebr skoriczenie wymiarowych i algebry liniowej oraz
umiejetnoscig wykorzystania tej wiedzy do rozwigzania trudnego zadania badawczego.

Dowody prezentowanych rezultatéw majg zréznicowany stopien trudnosci. W wiekszosci
jednak do$é skomplikowane technicznie i nasycone kombinatoryka. Ich czytelne, a jedno-
cze$nie dostatecznie formalne przedstawienie wymagato wiec znacznego wysitku. Praca, w
zakresie prezentacji dowodéw, jest dobrze i przejrzyscie zredagowana. Rozprawa zawiera
komentarze warto$ciujagce uzyskane wyniki i odniesienia do badan innych autoréw. Na
uwage zastugujg liczne przyktady ilustrujgce wprowadzone pojecia oraz pokazujace istot-
no$é¢ czynionych zalozen. Lekture pracy utatwitoby znacznie dodanie skorowidzu pojeé oraz
uzywanych symboli.

Praca jest w zdecydowanej wiekszo$ci starannie zredagowana, o czym $wiadczy znikoma
liczba, btedéw redakcyjnych. Przytocze tu kilka:

- strona 11 i 118: postawienie kwantyfikatora dla dowolnej liczby naturalnej q... na koticu
sugeruje (moim zdaniem) spelnianie przez algebry tozsamosci dowolnie duzego stopnia.
Kazdy z wyszczegblnionych punktéw powinien zaczynaé sie raczej od: wyznaczenia dla
kazdej liczby naturalnej ¢ > 2 maksymalnego wymiaru....;

- strona 13'3: powinno raczej by¢ problemu izomorfizmu;

- mozna mieé zastrzezenia do precyzji definicji podalgebry przytoczonej na stronie 15;
brakuje informacji o dziataniach w P;

- strona 48;5: powinno by¢ idealu generowanego zamiast ideal generowanego;

- strona 1333: powinno byé generowanym zamiast generowany;

Wyniki wchodzace w sklad rozprawy staly sie podstawg artykutéw naukowych, opubli-
kowanych w renomowanych czasopismach. Pan mgr Matra$ jest wspétautorem 2 publikacji
(wg. bazy MathSciNet na dzien 28 sierpnia 2025) po jednej w Journal of Algebra i Linear
Algebra and its Applications. Obie prace dotyczg bezposrednio omawianej rozprawy. Wy-
daje sig, ze wyniki z czwartego rozdziatu o zanurzaniu maksymalnych D,_;-podalgebr w
maksymalne D,-podalgebry algebry M, (K) i zwigzane z tym zagadnienie jednoznacznosci
zapisu w postaci blokowo tréjkatnej D,-podalgebr maksymalnego wymiaru (Twierdzenie

4.3.5) sa oryginalne i zostang opublikowane w dobrym czasopi$mie algebraicznym.
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Podsumowanie.

Artykutl 187 ust.1 i 2 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym
i nauce stwierdza, ze Rozprawa doktorska prezentuje ogélng wiedze teoretyczng kandydata w
dyscyplinie albo dyscyplinach oraz umiejetnosé samodzielnego prowadzenia pracy navkowej
lub artystycznej oraz Przedmiotem rozprawy doktorskiej jest oryginalne rozwigzanie pro-
blemu naukowego, oryginalne rozwigzanie w zakresie zastosowania wynikéow witasnych badan
naukowych w sferze gospodarczej lub spotecznej albo oryginalne dokonanie artystyczne. Nie
mam watpliwosci, ze przedtozona rozprawa spelnia te warunki. Przedstawione rezultaty sa
wartosciowe i cickawe dla specjalistéw. Autor wykazuje tez, ze potrafi si¢ swobodnie postu-
giwaé doéé szerokim spektrum metod oraz gleboka wiedzg z Algebry Liniowej. Uwazam, ze
rozprawa doktorska spelnia, wszystkie ustawowe warunki i uzasadnia nadanie magistrowi
Pawlowi Matrasiowi stopnia naukowego doktora w dziedzinie nauk &cistych i przyrodni-
czych, w dyscyplinie matematyka. Wnosze o jej przyjecie oraz dopuszczenie kandydata do
dalszych etapéw postepowania w sprawie nadania stopnia doktora.

Piotr Grzeszczuk



