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pt. Podalgebry algebr macierzy nad ciatem
spetniajgcee tozsamosci komutatorowe

Przedlozona rozprawa poswiecona jest algebrom macierzowym okreslonym nad dowolnym
cialem spelniajacym tozsamosci wielomianowe zdefiniowane za pomoca komutatorow.

Prace rozpoczyna zgrabne i treéciwe wprowadzenie w badana tematyke.

Rozdzial pierwszy zawiera podstawowe informacje potrzebne do zrozumienia gltéwnych wy-
nikéw oraz dowodéw pracy. W szczegdlnosci autor przytacza tu twierdzenie Artina-Wedderburna,
omawia znaczenie idempotentéw centralnych, a takze przedstawia dowdd twierdzenia doty-
czacego blokowej triangularyzacji podalgebr M, (K). Warto zauwazy¢, ze chociaz dowod ten
nie jest autorski i jego przeprowadzenie nie jest konieczne, bardzo dobrze wpisuje sie w prace
i pomaga ja spoic.

Rozdzial drugi po$wiecony jest przemiennym podalgebrom M, (K) — tym ktérych wymiary
sa maksymalne oraz tym, ktére sa maksymalne (wzgledem relacji zawierania). Doktorant
przedstawia pelny opis i jednych i drugich. W szczegdlnosci opis przemiennych podalgebr
M, (K) maksymalnych wymiaréw znany byl wczedniej dla n > 3 (z pracy Schura), natomiast
dla n = 2,3 zostal uzupelniony przez doktoranta, ktéry w dowodzie wykorzystal metody z
pracy promotora.

W rozdziatach trzecim, czwartym i piatym doktorant przedstawia swoje wyniki.

Rozdzial trzeci po$wiecony jest maksymalnym podalgebrom M, (K) z tozsamoscia wielo-
mianows,

(1, y1][w2, y2] - - ["Equq} =0. (1)

Przedstawione sa tu wyniki z pracy [31]. Algebry spelniajace tozsamosé (1), ale nie spelniajace
jej dla ¢ — 1 nazywane sg D, algebrami. Pewnego rodzaju punktem wyjscia dla przedstawio-
nych badan jest twierdzenie udowodnione przez Domokosa, ktéry wyznaczyl maksymalny
wymiar D, podalgebry M, (K). Wymiar ten wyraza si¢ za pomoca podziatu (w sensie addy-
tywnym) liczby n na ¢ skladnikéw nq, no, ..., ng. Analogicznie, maksymalne D, podalgebry
M, (K) sa wyznaczone przez ksztalt (ni,...,n,), ktéry zwiazany jest z ”podziatem” blo-
kowym macierzy. Najwazniejszym wynikiem jest tu twierdzenie opisujace maksymalne D,
podalgebry M, (K). Dokladniej, A jest taka podalgebra wtedy i tylko wtedy, gdy jest sprze-
zona z D, podalgebra pewnego ksztaltu (ni,...,n,) I typu. Ponadto, dwie D, podalgebry
A i B algebry M, (K) sa sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy ich ksztalty sa réwne oraz ich
diagonalne bloki sa ze soba sprzezone (tzn. Aj;; jest sprzezona z B;; dla kazdego i). Nastepnie
doktorant udowadnia, ze dwie D, podalgebry A, B algbery M, (K) nad cialem algebraicznie



domknietym, odpowiednio ksztaltéw (ni,...,nq), (¢1,...,4q) II typu sa izomorficzne wtedy
i tylko wtedy, gdy n; = ¢; dla kazdego j, oraz algebry A;;, B;; sa sprzezone. Dodatkowo
wyznacza jawny wzér na maksymalny wymiar D, podalgebry M, (K), ktéry stanowi ciekawe
uzupelnienie wyniku Domokosa.

W rozdziale czwartym kandydat udowadnia, ze kazda maksymalna (odpowiednio maksy-
malnego wymiaru) D, podalgebra M, (K), zawarta w algebrze macierzy trojkatnych U, (K),
jest D, podalgebra pewnego ksztaltu (nq,...,n,) I typu (odpow. III typu). Nastepnie prze-
chodzi do badania zanurzein maksymalnych D,_; podalgebr M, (K) w maksymalne D, po-
dalgebry M, (K). Zanurzenia te istnieja tylko przy $cile okreslonych warunkach, ktérych po-
zwole sobie tu nie przytaczaé. Rozdzial wienczy dyskusja na temat jednoznacznosci ksztattu
D, podalgebr M, (K). Okazuje sie, ze w pewnych przypadkach D, podalgebra M, (K) mo-
ze by¢ réznych ksztaltéow, co stanowi interesujaca obserwacje. Jednakze, przy odpowiednich
zalozeniach (n = ¢ lub n > 4¢) ksztalt D, podalgebry jest wyznaczony jednoznacznie.

Rozdzial piaty dotyczy podalgebr M, (K), ktére sa nilpotentnymi lub rozwiazalnymi alge-
brami Lie’go, co mozna sprowadzi¢ do spelniania odpowiednich tozsamosci komutatorowych
(innych niz (1)). Doktadniej, algebra A jest Lie-nilpotentna indeksu ¢ (krétko - jest Lng
algebra), jesli spelniona jest tozsamosé

[..., [[al,ag], ag], ceey aq+1} =0.

Jak si¢ okazuje, algebry te sa zwigzane z pewnym ksztaltem (nq,...,n,). Algebra A jest roz-

wigzalna indeksu ¢ (krétko - jest Ls, algebra), jesli spelnia tozsamosé D9(A) = 0, gdzie

DY(A) = A oraz D971 (A) = [A4, A]. Mozna sprawdzi¢, ze Dyq—1 podalgebry M, (K) sa roz-

wigzalnymi algebrami Liego indeksu ¢, jednak niekoniecznie sa one jedynymi takimi podal-

gebrami. W szczegdlnosci

a b
a

U3(A) = ca,bc,de A

Qa0

jest Lso algebra wtedy i tylko wtedy, gdy A jest jednoczesnie Lny i Dy algebra. Réwnocze-
$nie, U3(A) jest Do algebra wtedy i tylko wtedy, gdy A jest przemienna. Dodatkowo, autor
konstruuje tu przyklad podalgebry Mg(K), ktora jest Lso algebra, ale nie jest Dy algebra.
Ponadto, jesli A jest Dy podalgebra, to U (A) (algebra n x n macierzy gérnotrdjkatnych, w
ktorych wszystkie elementy diagonalne sa réwne) jest Dya14q algebry, a takze jesli A jest Lso
algebra, to U}, (A) jest Lsfiog, n]+2 algebra. Twierdzenia te byty wezesniej znane z pracy [50],
jednak zapreentowany w rozprawie dowod pierwszego z nich jest autorski.

Ostatnim zagadnieniem poruszanym w pracy sa algebry z tozsamoscia

[[$1,y1], Zl] Hx2>y2}722] e [[‘rquq]vzq] = 07

nazywane LD, algebrami. Autor pokazuje, ze jesli A jest Lsy algebra, to A jest LD5 algebra.
Dla g > 2 analogiczne twierdzenie nie jest juz spelnione. Kazda LD, podalgebra M, (K) jest
zawarta w sprzezeniu podalgebry M, (K) (pewnego) ksztaltu (nq, ..., ng). Korzystajac (mie-
dzy innymi) z tego faktu doktorant wyznacza ograniczenie gérne wymiaru LD, podalgebry
M, (K).

Gléwne wyniki przedstawione w pracy zostaly zostaly uzyskane wspdlnie z dwoma wspot-
autorami, z ktérych jeden jest promotorem pracy doktorskiej. Zostaly one opublikowane w
dwdch artykulach (trzeci jest w recenzji), ktére ukazaly siec w bardzo dobrych czasopismach.
Przedstawione wyniki sg zdecydowanie zaawansowane. Dowody przedstawione sa w sposéb



klarowny. Autor wykorzystuje rachunek komutatorowy, rachunek macierzowy, wtasnosci pier-
Scieni (zwlaszcza idealéw), a takze pewne metody matematyki dyskretnej (tu mam na mysli
obliczenia wykoywane przy szacowaniu).

Wiele rozpraw doktorskich koncentruje sie wylacznie na wynikach autora (co, oczywiscie,
jest jak najbardziej poprawne). Przedlozona praca zawiera réwniez dowody i dyskusje na
temat wynikéw uzyskanych przez innych matematykéw (gléwnie promotora, ale nie tylko).
Uwazam, ze zabieg ten dal bardzo dobre rezultaty, przyczynil sie do wiekszej spéjnosci pracy
i sprawil, ze tworzy ona zgrabna calo$¢. Podoba mi sie réwniez mnogosé przykladéw, ktére
bardzo dobrze ukazuja istotnos¢ zalozen. Bibliografia zawiera sporo niedawno opublikowa-
nych artykuléw, a takze monografii, co potwierdza, ze doktorant jest dobrze zorientowany w
temacie i na biezaco $ledzi dokonania innych autoréw. Praca zredagowana jest bardzo dobrze.
Dopatrzylam sie kilku drobnych btedéw/niedokladnosci, ktére wymieniam ponizej.

1. str. 9 - W zdaniu dotyczacym tozsamosci chodzi o dowolne, ale ustalone q1, go.

2. str. 13, “Uzyskana charakteryzacja jest zwiazana ... Wtedy ...” - Ten fragment jest nieco
niedopracowany; co oznacza Wtedy?

3. str. 21, “Podobnie jak okre$lamy macierze sprzezone, ...” - To zdanie jest nieco niezrecz-
ne.
4. str. 28, “Jest to zwiazanie z tym, ze jedynie dla takich ...” - Problem ze sktadnig.

5. str. 137, pierwszy akapit, “Bedzie ona w postaci” - Raczej “Bedzie ona postaci”.

6. Wydaje mi sie, ze prace [7], [47] umieszczone w bibliografii sa niezacytowane w rozpra-
wie, pomimo, iz wszystkie inne pozycje zostaly wymienione w tekscie.

Uwagi te nie sa, w gruncie rzeczy, istotne. Praca jest na wysokim poziomie merytorycznym
i redakcyjnym.

Podsumowujac, uwazam, ze przedstawiona rozprawa spelnia zwyczajowe oraz ustawowe
wymagania stawiane pracom doktorskim. W zwigzku z tym wnosze o przyjecie tej pracy i
dopuszczenie kandydata do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.



