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Streszczenie
Aproksymacja stanu rownowagi Stackelberga w grach wielokrokowych o sumie niezerowej z

niepelng informacja z uzyciem metod Monte Carlo

Rozprawa opisuje dwie metody, bedace oryginalnym wynikiem, ktére pozwalaja przyblizaé
strategi¢ lidera ze stanu ROwnowagi Stackelberga w grach wielokrokowych o sumie niezerowe;j
z niepelng informacja. Hipoteza badawcza stawiang w rozprawie jest twierdzenie, ze mozliwe
jest zbudowanie efektywnej metody poszukiwania Réwnowagi Stackelberga w tych grach w
oparciu o prébkowanie Monte Carlo.

Gry wielokrokowe, to rodzaj gier, w ktorych gracze maja wiele punktéw decyzyjnych, w
kazdym z tych punktéw musza wykonaé akcje. W teori gier czgsto do reprezentacji gier wie-
lokrokowych uzywa si¢ postaci ekstensywnej — drzewa, gdzie wezlami sg stany gry, a krawe-
dziami ruchy mozliwe do wykonania w tych stanach. Gry z niepelna informacja charakteryzuja
si¢ tym, ze gracze nie maja petnej informacji o calym stanie gry, w szczegdlno$ci o dziataniach
przeciwnika, a moga obserwowac jedynie projekcje stanu udostgpniajaca wybrane informacje.
Dodatkowo, w tej rozprawie rozwazane sa tylko gry z doskonata pamigcia, to znaczy takie,
gdzie udostgpniana graczowi informacja zawsze uwzglednia rozréznienie stanOw na podstawie
wszystkiego co gracz dotad zaobserwowal, w tym wykonanych przez niego akcji. Suma nieze-
rowa oznacza, ze w grze dla dwoch graczy wyplaty otrzymane na koniec gry przez graczy nie
musza sumowac sie do zera.

Réwnowaga Stackelberga jest pojeciem z obszaru teorii gier. W Grze Stackelberga bie-
rze udziat dwoch asymetrycznych graczy, lider i nasladowca. Lider wybiera strategi¢ mieszang
jako pierwszy, nastgpnie upublicznia ja. Nasladowca wybiera swoja strategi¢ znajac juz strate-
gi¢ lidera. Model Stackelberga zaktada petna racjonalnosé nasladowcy, czyli zachowanie gdzie
nasladowca zawsze wybierze strategig, ktéra daje mu najlepsza mozliwa wyptate. Stanem Réw-
nowagi Stackelberga nazywamy uktad strategii lidera i nasladowcy, gdzie strategia nasladowcy
jest optymalng odpowiedzig na strategi¢ lidera, a strategia lidera daje liderowi najwyzsza moz-
liwa wyptate sposréd wszystkich uktadéw strategii spetniajacych warunek optymalnej odpo-
wiedzi naSladowcy. Rozprawa wskazuje pozycje w literaturze, ktére méwia o praktycznym za-
stosowaniu Réwnowagi Stackelberga w sytuacjach zwiazanych z interakcja pomiedzy sitami
bezpieczenstwa (np. policja, straza graniczng), a tamiacymi prawo (przemytnikami, terrory-
stami).

Po zdefiniowaniu potrzebnych poje¢ z teorii gier zaprezentowane sg istniejace w literaturze
podejscia do obliczeniowego wyznaczania Rownowagi Stackelberga. Duza czg$¢ z istniejacych
w literaturze podejs¢ jest dedykowana bardzo szczegdélnym podklasom wielokrokowych Gier
Stackelberga o sumie niezerowej z niepetna informacja. Sa to metody, ktére wykorzystuja spe-
cyficzne cechy w strukturze gry, aby znacznie przyspieszy¢ obliczenia. Tych metod nie da sig¢
uog6lni¢ na calg klas¢ gier rozwazana w rozprawie. Zaprezentowane sa rowniez metody z li-
teratury dedykowane catej wspomnianej klasie gier. Wszystkie prezentowane metody, zardwno

te specyficzne dla danej klasy, jak 1 ogdlne wykorzystuja programowanie liniowe jako istotny



element rozwigzania. CzgS¢ metod konstruuje program liniowy, ktéry wylicza stan rOwnowagi,
w przypadku czgSci metod wyliczanych jest wiele programéw liniowych, a sama strategia jest
uzyskiwana z pomoca fragmentéw dziatajacych poza programowaniem liniowym. Analiza me-
tod z literatury wskazuje powtarzajace si¢ elementy, ktére mozna wykorzysta¢ przy budowie
nowych metod rozwiazujacych Gry Stackelberga. Sa to: technika przegladania wszystkich stra-
tegii nasladowcy i dobierania do kazdej z nich strategii lidera, metoda generowania kolumn,
metoda podwdjnej wyroczni. Oprécz samych metod wskazany jest tez zbidr Search Games wy-
korzystywany przez niektore prace opisujace te metody, ktéry mozna wykorzysta¢ do ewaluacji

eksperymentalnej metod rozwiazujacych Gry Stackelberga.

Nastepnie prezentowany jest gtéwny wktad autora rozprawy w dziedzing. Pierwszym ele-
mentem jest rodzina gier z niepetng informacja rozgrywanych na grafach, ktéra zostal wyko-
rzystana do eksperymentalnej ewaluacji metod. W sktad tej rodziny wchodza trzy rézne zbiory
gier testowych. Drugim elementem jest opis dwoch metod do poszukiwania strategii lidera,
ktéra bedzie dobrym przyblizeniem strategii lidera z Rownowagi Stackelberga. Obie propo-
nowane metody wykorzystuja popularng metod¢ rozwiazywania gier z pelng informacja, na
przykiad gier planszowych, nazywana Upper Confidence Bound applied to Trees (UCT). Me-
toda UCT w trakcie swojego dzialania buduje drzewo statystyk na temat ruchéw, nazywane
drzewem UCT. Pierwsza z metod, nazwana Mixed-UCT opiera si¢ o wielokrotne uruchamianie
metody UCT w grze dla jednego gracza, gdzie lider wybiera swoje ruchy, a ruchy nasladowcy
pochodza z wczesniej ustalonej strategii. Nastgpnie statystyki zebrane w ten sposéb w drzewie
UCT sa przeksztalcane w strategi¢ mieszang lidera. Ten proces jest powtarzany iteracyjnie, a
po kazdym uzyskaniu strategii lidera, aktualizowana jest ustalona strategia nasladowcy, prze-
ciwko ktdrej rozgrywane sa symulacje UCT, tak aby uwzgledni¢ fakt, ze strategia nasladowcy
powinna by¢ najlepsza odpowiedzig na strategi¢ lidera. Metoda Mixed-UCT jest nastgpnie uru-
chomiona na zbiorze testowym gier, ktére sa bliskie sumie zerowej i poréwnana z metodami
z literatury, ktére da si¢ stosowaé do ogdlnej klasy gier. Wyniki tych eksperymentéw poka-
zuja, ze Mixed-UCT jest znacznie szybsza od metod z literatury dla duzych gier testowych, a
otrzymane strategie sa tylko nieznacznie gorsze od strategii optymalnych. Potrzebuje tez duzo
mniej pamigci operacyjnej. Niestety Mixed-UCT nie dziata zbyt dobrze dla gier o sumie dalszej
od sumy zerowej. Druga metoda, nazwana O2-UCT, nie stosuje podej$cia UCT bezposrednio.
Gtéwna zasada dzialania tej metody to wielokrotne prébkowanie strategii nasladowcy, a nastgp-
nie dobieranie do niej strategii lidera tak, aby spetniony byt warunek, ze strategia nasladowcy
jest najlepsza odpowiedzia na t¢ strategi¢ lidera, a w drugiej kolejnosci, zeby wyptata lidera
byta mozliwie duza. W tej metodzie podejScie UCT wykorzystywane jest do ukierunkowanego
probkowania strategii nasladowcy tak, aby preferowac strategie dla ktérych da si¢ budowac stra-
tegi¢ lidera o duzej wyptacie. Sama metoda dobierania strategii lidera opiera si¢ o koncepcje
podwdjnej wyroczni. Naprzemiennie poprawiana jest strategia lidera i poszukiwana jest najlep-
sza odpowiedzZ nasladowcy. W zaleznoSci od tego jaka odpowiedZ zostata znaleziona, zmienia

si¢ kierunek poprawy strategii lidera. Metoda O2-UCT zostata przetestowana eksperymentalnie
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na trzech zbiorach gier testowych i poréwnana z metodami z literatury. Dla wszystkich zbio-
row testowych, dla duzych instancji gier testowych O2-UCT jest szybsza od metod z literatury.
Warto$ci wyptat uzyskiwane przez strategie sa bardzo bliskie optymalnym dla wszystkich gier,
dla ktérych udato si¢ policzy¢ rozwiazania doktadne.

Wyniki eksperymentalne badajace zaproponowane w tej rozprawie metody potwierdzaja
hipotez¢ badawcza postawiong w rozprawie.

Stowa kluczowe: Réwnowaga Stackelberga, UCT, MCTS






Abstract
Monte Carlo methods for approximation of Stackelberg Equilibium in sequential multi-act

general sum games with imperfect information

This thesis describes two original methods that approximate leader’s strategy of a Stackelberg
Equilibrium in multi-act non-zero sum games with imperfect information. The research hypo-
thesis checked in this thesis is that it is possible to construct a method based on Monte Carlo
sampling that seeks Stackelberg Equilibrium in such games.

Multi-act games are a type of games where players encounter multiple decision points in
the game and they have to act multiple times, once in every point. The popular representation of
such games in game theory is extensive game — a tree where each node is a game state and arcs
between nodes are actions possible to play in the given state. Imperfect information is a property
that means that players in the game do not see the whole state of the game, in particular they may
have limited information about opponents’ actions. They can see only a projection of the state
which reveals some information. In this is only games that satisfy additional property called
perfect recall are considered. Perfect recall means that player can always tell the difference
between two states where previous observations and actions of that player were different from
each other. Non-zero sum game means that in two player game players’ payoffs do not necessary
sum up to 0.

Stackelberg Equilibrium is a game-theoretic concept. Stackelberg Game is played by two
asymmetric players, the leader and the follower. The leader commits to a mixed strategy first
and makes it public. The follower chooses a strategy already knowing leader’s commitment.
The assumption is that the follower is perfectly rational and chooses the strategy maximizing
their payoff. The strategy profile is called Stackelberg Equilibrium where the follower’s strategy
is the best response to the leader’s strategy and the profile maximizes leader’s utility across all
profiles satisfying the best response restriction. The literature review in the thesis cites papers
that describe practical applications of Stackelberg Equilibrium in scenarios where interactions
between law enforcement (police, border guards) and criminals (smugglers, terrorists).

After defining all required game-theoretic terms the thesis presents existing approaches do
finding Stackelberg Equilibrium found in the literature. Majority of existing methods is dedi-
cated to specific subclasses fo Stackelberg non-zero sum games with imperfect information.
Those methods exploit specific properties of a game structure in given class to speed up com-
putation. It is not possible to generalize such approaches to general class of games. Methods
that are applicable to broad class of all games with the mentioned properties are also presented.
All the presented methods, both game-specific and general ones employ linear programming
as a base of the solutions. Some of the methods are composed of a linear program that defines
the equilibrium and simply solve it, other methods solve many linear programs and use some
additional procedures to obtain the final solution. During the analysis of the existing methods
some recurring elements were noted, as they might be useful when building new methods for

Stackelberg Equilibrium. Those include: browsing all follower’s strategies and for each of the
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strategies calculating a matching leader’s strategy, a column generation method and a double-
oracle method. Besides the methods a set of games called Search Games is also noted as it is
used by several papers introducing new methods and it might be used to evaluate the newly
constructed methods.

Next, the main author’s contribution to the field is presented. The first part is a class of
imperfect-information games played on graphs which is later used in experimental evaluation
of the proposed methods. Within that class three separate sets of games were constructed. The
second part is the description of the two new methods for seeking a leader’s strategy that ap-
proximates the leader’s strategy in Stackelberg Equilibrium. Both methods employ a popular
approach to solving perfect information games, for instance board games, called Upper Con-
fidence Bound applied to Trees (UCT). The UCT method, during execution, builds a tree that
gathers statistics about moves in the game, called UCT tree. The first proposed method called
Mixed-UCT, comprises running UCT to find moves in a single player game where the leader
needs to choose which moves and the follower moves are sampled from some provided strategy.
The statistics gathered in the UCT tree are then transformed into leader’s mixed strategy. The
process is repeated and after each repetition the follower’s strategy which is used for game in
UCT simulations is updated to accommodate the follower’s best response for the current le-
ader’s strategy. Mixed-UCT is then evaluated on a test set containing games that are close to
zero-sum games and the results are compared to the results of existing methods dedicated to the
general class of games. The results show that Mixed-UCT is significantly faster than the exi-
sting methods for large instances of test games. The calculated strategies are only slightly worse
than the optimal ones. It also needs less memory to perform calculations. Mixed-UCT does not
perform well on games that are further from zero-sum. The second method, called O2-UCT,
does not use UCT to directly find the leader’s strategy. The main principle of the method is to
sample follower’s strategies and then find a leader’s strategy such that the follower’s strategy
is the best response to it and, among all strategies satisfying that condition, try to find the stra-
tegy that maximizes leader’s payoff. The UCT method is used to perform guided sampling of
follower’s strategies to process in a way that the strategies for which with leader’s payoff was
obtained are preferred. The method used to find the leader’s strategy is based on double-oracle
approach. In alternating fashion a leader’s strategy is updated and the best follower’s response
is found. Based on which strategy is the best response the update direction of leader’s strategy
is chosen accordingly. The O2-UCT method was tested on three game sets and the results were
compared to the existing methods. For all three game sets O2-UCT was the fastest for the large
games instances. The payoff values obtained were very close to optimal ones in all cases where
the optimal solutions were possible to calculate.

The experimental results that assess the proposed methods confirm the hypothesis stated in
the beginning.

Keywords: Stackelberg Equilirbium, UCT, MCTS

10



Spis tresci

(1 Wprowadzenie| 13
(1. Teoria gier 1 idea Rownowagi Stackelbergal . . . . . .. ... ... ... ... 13
(1.2 Metody Monte Carlo 1 inne metaheurystykl| . . . ... ... ... ... .... 18
(1.3 Celizakresrozprawy| . . . . . . . . . .. .. ... .. ... . 19
(1.4 Hipoteza badawcza 1 szczegdlowe cele badawcze] . . . . . . .. .. ... ... 20
(1.5 Oryginalne wyniki rozprawy| . . . . . . . . ... . .. L Lo 20
(1.6 Opublikowane wyniki rozprawy| . . . . .. . ... ... ... ... ...... 21
(1.7 Uktad rozprawy| . . . . . . . . . . . 23

2 Uzyte pojecia teorii gier i definicja Rownowagi Stackelbergal 25
2.1 Podstawowe definicjel . . . . . . . .. ... 25
[2.2  Reprezentacja gier jednokrokowych| . . . . . ... ... 00000 27
[2.3  Pojecia strategil prostej 1 strategil mieszanej| . . . . . . . ... ..o .. ... 28
[2.4 Reprezentacja gier sekwencyjnych (wielokrokowych)l . . . . . .. ... .. .. 29

[2.4.1  Gra w postaci ekstensywnej| . . . .. .. ... Lo 29
[2.4.2  PostaC¢ sekwencynal . . . ... ... 0oL oL 34
2.5 Stan Rownowagi Stackelbergal . . . . . . .. ... oo 0oL 40
[2.5.1 Relacja do dwupoziomowych problemoéw optymalizacyjnych|. . . . . . 47
[2.6 Cechy czynigce poszukiwanie ROwnowagi Stackelberga trudnym|. . . . . . . . 48
[2.7 Odejscie od petnej racjonalnosct przeciwnikal . . . . . . . ..o 0oL oL 50

[3 Istniejace podejscia do stanu Rownowagi Stackelbergal 53
[3.1 Metoda rozwiazujaca wiele programow liniowych|. . . . . . ... ... oL 54
(3.2 Metoda DOBSS — wykorzystanie metody podziatu 1 ograniczen wbudowanej w |

[ solvery MILP| . . . . . . . . . . 56
(3.3 Metoda ASPEN — wykorzystanie specyfiki konkretnego modelu 1 bardziej wy- |

| dajna metoda podziatu 1 ograniczen| . . . .. ... .. ... ... ... 60
[3.4  Metody wykorzystujace strategie brzegowe| . . . . . ... ... ... L. 66

[3.4.1 Generowanie ograniCzen| . . . . . . . . . . . ... e et e 71
[3.4.2  Abstrahowanie gry| . . . .. ... ... L L 72
(3.5 Uogdlnienie SMOS do sumy niezerowej| . . . . . . . . . . ... ... ..... 72

11



SPIS TRESCI

[3.6 Metody wykorzystujace podwojna wyrocznig| . . . . . . . . ... .. ... .. 79
(3.7  Metody dedykowane catej klasie gier wielokrokowych o sumie niezerowej|. . . 83
[3.7.1  Program lintowy wykorzystujacy postac¢ sekwencyjna do poszukiwania |

[ Rownowagi Stackelbergal. . . . . . ... oo 0oL 83
[3.7.2  Metoda oparta o skorelowane stany rownowagi . . . . . . ... .. .. 85

[3.7.3  Metoda opata o rozwiazywanie uproszczonych wersji gry| . . . . . . . 92

[3.8 Podsumowanie technik stosowanych w literaturze| . . . . . . . . . ... . ... 95
[3.9 Istniejace klasy gier testowych| . . . . . ... ... oo 0oL 96
3.9.1 Search Games|. . . . . . . . . ... 96

[3.9.2  Gry z przejmowaniem weztow (Flip-it game) . . . . . . . . . ... .. 98

4 Proponowane podejscia do aproksymacji Rownowagi Stackelberga i sposoby ich |

101
4.1  Wykorzystane rodziny gier testowych| . . . . ... ... 0 00000 102
4.1.1  Warehouse Games (gry z obrong magazynu)| . . ... ... ...... 102

4.2 Metoda Mixed-UCT: szybka aproksymacja stanu Rownowagi Stackelberga z |

| uzyciem probkowania strategi lidera przy ustalonej strategii nasladowey| . . . . 115
4.2.1  Metoda Upper Confidence Bound applied to Trees| . . . ... ... .. 116

4.2.2  T2UCT — modyfikacja UCT dla gier z niepetng informacjal. . . . . . . 119

4.2.3  Budowa metody Mixed-UCT|. . . . . .. ... ... .. ... ..... 120

4.2.4  Wyniki eksperymentalne| . . . . . .. ... 00000 130

4.2.5 Ograniczenia 1 stabe punkty metody Mixed-UCT| . . . . . .. ... .. 135

4.3 Metoda O2-UCT: aproksymacja wykorzystujaca naprzemienne probkowanie |

[ strategil lidera 1 nasladowey|. . . . . . . . ... o oo 138
4.3.1 Probkowanie kandydatow na strategi¢ nasladowcy| . . . . . ... . .. 139

4.3.2 Metoda poszukiwania strategii lidera] . . . . ... ... ... 147

#4.3.3  Sposoby przyspieszenia obliczen|. . . . . . ... ... 0L 158

4.3.4  Wyniki eksperymentalne| . . . . . ... ... ... 0000 160

4.4 Ewaluacja proponowanychmetod, . . . . .. ... ... ... ... ... ... 169

S Podsumowanie! 171
5.1  Mozliwosci modyfikacyi 1 dalszego rozwoyu| . . . . . ..o oo oL oL 172
[5.2  Weryfikacja hipotezy badawczey| . . . . . . .. ... ... 0 oL 173
0.3 Konkluzjel . . . . . .. 174

A Gry testowe ze zbioru Basic| 187

12



Rozdzial 1
Wprowadzenie

Rozprawa dotyczy aproksymacji Rownowagi Stackelberga w grach wielokrokowych o sumie
niezerowej z niepetng informacja i doskonata pamigcia. Metody zaproponowane w tej rozpra-
wie sga uniwersalne, wymagaja bardzo niewielu zatozen co do struktury rozwiazywanej gry. Po-
szukiwanie Rownowagi Stackelberga w wielu klasach gier, w tym w grach rozwazanych w tej
rozprawie jest problemem NP-trudnym. To motywuje potrzebg¢ budowy metod heurystycznych,
ktére beda znajdowac dobre (cho¢ czgsto suboptymalne) rozwiazania w akceptowalnym cza-
sie. Najwazniejszym wynikiem rozprawy sa dwie metody zbudowane na bazie heurystycznych
metod przeszukiwania przestrzeni strategii graczy, ktére pozwalaja znajdowaé strategie lidera
dajace wyniki bliskie strategiom optymalnym w Grach Stackelberga. Gt6wna metoda badawcza
stosowana w rozprawie jest eksperyment. W szczegdlnosSci analiza efektywnosci proponowa-
nych metod zostata przeprowadzona na odpowiednio przygotowanych zbiorach gier testowych.
Badany obszar znajduje si¢ na styku trzech pol: teorii gier, sztucznej inteligencji i optymali-
zacjl matematycznej, przy czym metody proponowane w tej rozprawie odchodza od trzeciego
obszaru, technik optymalizacji matematycznej, ktore sa stosowane w rozwiazaniach propono-

wanych w literaturze, na rzecz metod heurystycznych.

1.1 Teoria gier i idea Rownowagi Stackelberga

Z matematycznego punktu widzenia, w najprostszym ujeciu, gra to zbioér zasad definiujacy moz-
liwe akcje 1 ich nastgpstwa dla jednego lub wigcej graczy — jednostek podejmujacych decyzje.
Dziatania wszystkich jednostek (graczy) sa wykonywane w jednym Srodowisku i moga ze soba
nawzajem oddziatywac. Dodatkowo, gra moze by¢ wzbogacona o element losowoSci, ktéry daje
efekty wedlug znanego wszystkim graczom rozktadu prawdopodobienstwa. Sekwencja decyzji
podjetych przez wszystkich graczy razem z wartoSciami ewentualnych zmiennych losowych
definiuja rozgrywke, rozgrywka natomiast jest powigzana z wynikiem, nagroda lub kara, dla
kazdego z graczy. Wynik gry kazdego z graczy zwykle jest liczba rzeczywista. Z praktycznego

punktu widzenia gra moze by¢ uzyta jako model sytuacji rzeczywistych, gdy mamy do czynie-
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nia z osobami podejmujacymi decyzje i chcemy maksymalizowac¢ zyski wynikajace z podjetych
decyzji.

Teoria gier [65] jest obszarem badan, ktéry zajmuje si¢ budowa i klasyfikacja modeli gier
1 definiowaniem w tym modelach stanéw réwnowagi. Kazda definicja stanu réwnowagi za-
wiera zalozenia dotyczace racjonalnosci i wiedzy graczy i wskazuje jakie uktady zachowan
graczy moga wystapic przy tych zatozeniach. Poczatkowo teoria gier stuzyta modelowaniu od-
dziatywan w ekonomii, jednak szybko znalazla zastosowanie rowniez w innych dziedzinach.
Jeszcze w XIX wieku Cournot analizowat zachowania rynkéw i decyzje przedsigbiorstw z uzy-
ciem narzedzi matematycznych [25]], natomiast abstrakcyjne opisy gier zaczely si¢ pojawia¢ w
pierwszej polowie XX wieku, gtéwnie za sprawa von Neumanna. Postgp w budowie aparatu
teoretycznego zostat podsumowany w ksiazce von Neumanna i Morgersterna [65]], wydanej po
raz pierwszy w 1944 roku. Dzigki modelowaniu na abstrakcyjnym poziomie akcji i stanéw, a nie
bytéw zwiazanych z konkretnym zastosowaniem, inne obszary szybko zaczety wykorzystywaé
te narzedzia. Przyktadem moga by¢ nauki polityczne i spoteczne [19, 30]], czy bezpieczenstwo
publiczne [79,|37, [80]]. Teoria gier jest tez stosowana jako narzgdzie wspomagajace w obszarze
sztucznej inteligencji, w systemach wieloagentowcyh [67]], gdzie stuzy do wyliczania optymal-
nych zachowan poszczegdlnych agentéw. Mnogo$¢ zastosowan powoduje, ze rozwigzywanie
probleméw stawianych przez teori¢ gier, przyczynia si¢ do postgpu w wielu obszarach nauki.
Co za tym idzie twierdzenia i algorytmy rozwijane w tym obszarze nalezy traktowac jako uni-

wersalnie uzyteczne.

Przyktadem prostej gry jest sytuacja, gdzie w punkcie (0,0) nieskoficzonej ptaszczyzny stoi
skrzynka. Dwie osoby chca t¢ skrzynke przesunac. Jedna chce, aby skrzynka znalazta si¢ moz-
liwie daleko w kierunku osi x, a polozenie y nie ma dla niej znaczenia. Druga osoba ma doktad-
nie odwrotne wymagania, to znaczy nie ma dla niej znaczenia potozenie w osi z, ale chce, zeby
przesunigcie wzdtuz osi y byto mozliwie duze. Bedziemy nazywac tych graczy odpowiednio x
i y. Obie osoby sa wstanie ciagna¢ skrzynke z ta sama sila, przez ten sam czas 7. Dla uprosz-
czenia przyjmijmy, ze ta sita powoduje przesuwanie si¢ skrzynki z predkoscia v. Kazda z os6b
musi zdecydowaé, w ktora strong pociagnie skrzynke. Modelujac taka sytuacje narzedziami
teorii gier, kazdemu z dwdéch graczy przypisalibySmy przestrzefi ruchéw — przedziat [0,27] re-
prezentujacy kierunek (kat) w jakim dany gracz pociagnie skrzynke. Dla ustalenia uwagi przyj-
mijmy, ze kat 0 pokrywa si¢ z kierunkiem osi x 1 ro$nie przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.
Fatwo mozna pokazaé, ze, jesli obaj gracze zdecyduja si¢ na kat 7/4, to przesunigcie rzutowane
na kazda z osi wyniesie tyle samo, czyli v/2v7. Jest to jednoczesnie sytuacja maksymalizujaca
sume przesunig¢ w osi x 1 y. Taka sytuacja moze by¢ stabilnym zachowaniem w modelu, pod
warunkiem, ze gracze ze soba wspotpracuja. Tak jednak by¢ nie musi. Jesli gracz x zdecyduje
sig wykorzystaé fakt, ze y chce wspdtpracowac i wybierze kat 0, wtedy przesunigcie w kierunku
x wzro$nie, kosztem spadku w kierunku y. Zatem, jesli nie wiadomo, czy przeciwnik bgdzie
wspotpracowat, nalezatoby wybra¢ kat odpowiednio 0, w celu maksymalizacji wartosci x i 7/2

w celu maksymalizacji y. Wtedy wynik kazdego z graczy wyniesie vT.
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Teoria gier dostarcza szerokie spektrum modeli, ktére mozna wykorzysta¢ do odwzorowa-
nia sytuacji rzeczywistych. Czesto podjecie decyzji jednorazowo, jak w przykladzie powyzej,
moze nie by¢ wystarczajace. W zwiazku z tym rozwazane sa tez gry wielokrokowe, gdzie gra-
cze wykonuja ruchy, obserwuja ich efekty, a nastgpnie wybieraja kolejne ruchy, dysponujac ta
dodatkowa wiedza. Cze$¢ takich gier zawiera rowniez element niepetnej informacji. Niepelna
informacja polega na tym, ze gracze, obserwujac sytuacje, nie wiedza wszystkiego, co definiuje
stan gry. W przypadku gier karcianych moga to by¢ na przyktad karty na rgce przeciwnika.
Gracz wie ile kart ma przeciwnik, ale nie wie, jakie to karty. Te dwa elementy sa bardzo przy-
datne w modelowaniu rzeczywistych interakcji migdzy ludZmi lub systemami, gdzie wraz z
postepem rozgrywki zyskujemy wigksza wiedzg o przeciwniku.

Roéwnowaga Stackelberga 81} 54, ktéra przyblizaja metody obliczeniowe prezentowane w
tej rozprawie, w podstawowe]j wersji opisuje sytuacj¢ w grze dla dwéch graczy, gdzie jeden
z graczy ma rolg lidera, a drugi nasladowcy. W poréwnaniu do stanu réwnowagi Nasha, gdzie
stan rownowagi definiowany jest symetrycznie dla wszystkich graczy, w przypadku Réwnowagi
Stackelberga mamy do czynienia z asymetria. Lider decyduje si¢ na swoja strategi¢ (zazwyczaj
mieszang) jako pierwszy i podaje ja do publicznej wiadomosci. W tym momencie nie moze juz
tej decyzji zmieniC. Nasladowca podejmuje swoja decyzj¢ znajac juz strategi¢ lidera. Taka kon-
strukcja stanu réwnowagi byta motywowana przez Stackelberga sytuacja, gdy jeden podmiot
ma dominujacy udziat w rynku (lider) i decyzje przez niego podjgte sa nastgpnie obserwowane
przez pozostate podmioty (Nasladowcow), ktére dostosowuja si¢ do niego.

W praktyce potrzebna jest budowa metod, ktére begda efektywnie znajdowaé uklady stra-
tegii spelniajace zatozenia konkretnych stanéw réwnowagi. Dla nieduzych, jednokrokowych
gier czgsto wystarczajace sa metody oparte o programowanie liniowe. Istotng zaleta takich me-
tod jest fakt, ze prosty sposéb mozna zamieni¢ definicj¢ stanu réwnowagi na zbiér ograniczen
programu liniowego i udowodnié, ze proponowany program faktycznie znajduje zalozony stan
rownowagi. Metody takie nie skaluja si¢ dobrze wraz z rozmiarem gry i w zwigzku z tym rozwdj
zastosowan w dziedzinie jest Sci§le uzalezniony od rozwoju efektywnych metod pozwalajacych
znajdowac stany réwnowagi w rozbudowanych grach modelujacych rzeczywiste zagadnienia.
W przypadku Réwnowagi Stackelberga zostalo udowodnione, ze o ile dla gier jednokrokowych
znalezienie ROwnowagi Stackelberga jest problemem wielomianowym, o tyle dla gier wielo-
krokowych z niepetna informacja problem poszukiwania Réwnowagi Stackelberga jest NP-
trudny [55]. Oméwienie trudnosci poszukiwania tej rownowagi znajduje si¢ w Rozdziale [2.6]
niniejszej rozprawy. W dalszej czgsci bedzie stosowane okreslenie Gra Stackelberga oznacza-
jace gre, w ktorej poszukujemy Réwnowagi Stackelberga. W zwiazku z tym, interesujace sa
sposoby znajdowania strategii przyblizajacych Réwnowage Stackelberga.

Zastosowania Gier Stackelberga. Roéwnowaga Stackelberga, podobnie jak wiele innych po-
je¢ teorii gier, poczatkowo zostala zdefiniowana na uzytek ekonomii i miata modelowac sy-

tuacj¢ duopolu, w ktérym jedna z firm podejmuje decyzje pierwsza. Duopol jest systemem,

15
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gdzie na rynku obecne sg dwie firmy, a bariera wejScia jest na tyle duza, ze nie pojawiaja si¢
inni konkurenci. W przypadku rozwazanym przez Stackelberga [81]], jedna z firm decyduje si¢
na produkcj¢ i wypuszczenie na rynek danej iloSci produktu oraz ustala jego ceng, wiedzac,
ze konkurencja dowie si¢ jaka jest to iloS¢ i dobierze swdj plan produkcji tak, aby mozliwie
wykorzystac decyzj¢ pierwszej firmy na swoja korzys¢.

W pdzniejszym okresie stan Rownowagi Stackelberga zyskat réwniez popularnosé w innych
obszarach. Szczeg6lna role odegrat w zastosowaniach zwigzanych z zabezpieczaniem, patrolo-
waniem i planowaniem kontroli, gdzie wystgpuje silna asymetria migdzy sitami obroficéw, kt6-
rzy dzialaja w spos6b ciagly i ktérych zachowanie moze by¢ obserwowane oraz przestgpcami,

ktorzy moga przygotowywac si¢ do swoich dziatan prowadzac obserwacje.

Pierwszym podej$ciem do uzycia Rownowagi Stackelberga w problemach tego typu jest
praca z 1966, w ktérej Maschler proponuje zastosowanie modelu bazujacego na Réwnowadze
Stackelberga do Gry Inspektora (The Inspector’s Game) wprowadzonej w pracy [01]. Model
ten opisuje sytuacje, gdy pewna jednostka zdecydowata si¢ podpisa¢ umowe o przestrzeganiu
pewnych zasad (na przyktad, gdy panistwo zdecydowato si¢ podpisac¢ uktad pokojowy, w kto-
rym zobowiazuje si¢ rozbroi¢ czeS¢ swojego wojska). Gra jest rozgrywana miedzy dwiema
stronami: inspektorem i organizacja, ktéra potencjalnie chce naruszy¢ zasady uktadu. Inspektor
wykonuje sekwencje kontroli, w trakcie ktérych moze zaobserwowac jedno lub wigcej zdefi-
niowanych w ramach gry zdarzen niepokojacych. W przypadku zaobserwowania takich zdarzen
inspektor moze podja¢ dalsze kroki i odkry¢ niezgodnoSci z podpisanym paktem albo stwier-
dzi¢, ze byt to fatszywy alarm i wszystko jest w porzadku. Gra ma strukturg niezerowej sumy,
poniewaz niezaleznie od tego czy alarm byt fatlszywy, czy nie, inspektor ponosi koszty, a strata
drugiej strony powstaje tylko, gdy faktycznie istniaty nieprawidtowosci. Autor pracy proponuje
wlasnie Rownowage Stackelberga jako model optymalnych zachowan graczy. Co wigcej, w ra-
mach szerokiej analizy teoretycznej, praca przedstawia Twierdzenie 6.1, ktérego konsekwencja
jest stwierdzenie, ze w przypadku przedstawionej w pracy gry fakt oglaszania strategii przez
lidera (inspektora) moze tylko poprawi¢ wynik gracza w poréwnaniu z sytuacja, gdy strategia
nie jest ujawniona. To zjawisko pokazuje jedna z ciekawych cech Réwnowagi Stackelberga:
ujawnianie przez lidera jego strategii moze by¢ intuicyjnie odbierane jako utrudnienie, ale w
niektorych modelach gier sita sprawcza lidera polegajaca na narzuceniu konkretnej sytuacji na-
Sladowcy moze si¢ okaza¢ duzo wigksza korzyS$cia niz nieujawnianie strategii. Gry wzorowane
na tym modelu lub rozszerzajace go byly umieszczane roéwniez w konkretnych obszarach, na
przyktad inspekcji Migdzynarodowej Agencji Energii Atomowej (IAEA), weryfikujacej wyko-
rzystanie materialéw promieniotwoérczych tylko do pozyskiwania energii [7]]. Nalezy zwrocic¢
uwage na fakt, ze w starszych pracach czgsto uzywane sa terminy Leadership Equilirbium i
Leader Commitment do opisu sytuacji definiowanej przez Rownowage Stakelberga, gdzie lider
podejmuje decyzj¢ o strategii, a na§ladowca zna t¢ strategi¢ przed podjeciem decyzji.

Innym obszarem, nie wywodzacym si¢ bezpoSrednio z teorii gier, jest obszar Przerywania

Sieci (ang. Network Interditicion, czasami tez Graph Interdiction) [80]. Jest to szeroki obszar
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modelowania oddziatywania dwdéch przeciwstawnych sit, w ktérym jedna strona chce znalez¢é
optymalna droge w sieci (grafie) potaczen, a druga strona chce zablokowa¢ mozliwos¢ zre-
alizowania celéw pierwszej strony. Przykladem sa dzialania strazy granicznej, ktéra prébuje
uniemozliwi¢ przemytnikom znalezienie drogi przez granice, badZ po prostu przez patrolowa-
nie obszaru [93]], badZ poprzez stosowanie specjalistycznego sprzgtu, wykrywajacego np. ma-
teriaty radioaktywne [[63]]. W innym wariancie, jedna ze stron zarzadza siecia potaczen, a druga
prébuje te polaczenia zniszczy(¢, na przyktad zarzadca infrastruktury przesytu pradu przeciwko
Swiadomemu sabotazyScie lub katastrofom naturalnym [26]. Podobny mechanizm zostat zasto-
sowany w algorytmie majacym za zadanie kontrolowaé pozary poprzez wysylanie jednostek
strazy pozarnej w kierunkach najbardziej intensywnego rozprzestrzeniania si¢ ognia [70, 71].
Do definiowania optymalnych zachowan aktoréw w tym obszarze cz¢sto uzywana jest Rowno-
waga Stackelberga. Rozwazane problemy moga mie¢ zarbwno natur¢ statyczng, gdy chcemy
zablokowa¢ jednorazowa prébe ataku poprzedzona dobrym rozpoznaniem [72], jak i sekwen-
cyjna, gdzie wraz z postgpem rozgrywki przeciwnik zyskuje czg¢Sciowa wiedzg o naszych dzia-
faniach obronnych [[14} [15]]. Jednym z ciekawszych modeli, jest praca, gdzie program budowy
bomby atomowej przez wrogie panstwo jest opisany skierowanym grafem acyklicznym, a celem
jest uderzenie w proces w tym grafie, ktéry spowoduje mozliwie duze op6znienie w konstrukcji
bomby [22]. Prace w tym obszarze, w tym prace wymienione powyzej, korzystaja z metod silnie

wykorzystujacych strukture problemu w postaci sieci do znalezienia Rownowagi Stackelberga.

W ostatnich latach pojawil si¢ obszar Gier Obronnych (ang. Security Games) [79], ktéry
zajmuje si¢ uzywaniem narzedzi teorii gier wprost do modelowania zagadnien bezpieczenstwa
narodowego i zabezpieczania obiektéw uzytecznosci publicznej. Obszar ten pojawit si¢ wraz ze
wzrostem wydatkéw na obronnos¢ po zamachach 11. wrzesnia 2001. Gry Obronne s3 rozwijane
przede wszystkim przez zespot Teamcore pod kierunkiem Milinda Tambe. Metody budowane
w tym obszarze czgsto korzystaja z rozwigzan opartych o Rownowage Stackelberga 1 czgsto sa
nazywane Grami Obronnymi Stackelberga (ang. Stackelberg Security Games). Za sukces tego
obszaru odpowiada przede wszystkim szereg wdrozonych rozwiazan. Najwazniejsze wdroze-
nia obejmuja: planowanie patroli stuzby US Federal Air Marshals [48]], planowanie punktéw
kontrolnych na lotnisku w Los Angeles (IATA LAX) [37], planowanie tras patroli strazy wy-
brzeza (US Coast Guard) [1]. Poza zagadnieniami zwiazanymi z bezpieczenstwem, réwniez
z uzyciem narze¢dzi teorii gier zostaty wdrozone metody przeciwdziatania klusownictwu [31]],
czy planowanie tras kontroleréow biletow w komunikacji miejskiej [92]]. Publikacje w obsza-
rze Gier Obronnych obejmuja tez metody, ktére w chwili obecnej nie zostaly wdrozone, ale
proponuja metodg¢ dziatajaca w grach modelujacych zagadnienie wzorowane na rzeczywistym,
na przyktad ochrona tankowcow przed atakami piratow [90], zapobieganie nielegalnym wy-
cinkom laséw [38]], prewencyjne patrolowanie ulic miejskich [86] czy zabezpieczenie imprez
masowych [91]]. Badania w obszarze Gier Obronnych sa skupione na budowaniu rozwiazan
skutecznych w modelu konkretnego zagadnienia. Prace publikowane w tym obszarze stanowig

dobry przeglad potencjalnych technik i mechanizméw pozwalajacych przyspieszy¢ obliczenie
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Réwnowagi Stackelberga w grach modelujacych zadane zastosowanie. Cz¢S¢ z tych mecha-
nizméw mozna réwniez probowac¢ wykorzystywacé przy budowie metod ogdlnych, czgs¢ jest
Scisle zwiazana ze struktura danej podklasy gier. Jednym z takich mechanizméw jest dekompo-
zycja—obserwacja, ze stany i ruchy w grach modelujacych rzeczywiste zagadnienia sktadaja si¢
z pewnych sktadowych, ktére mozna rozwazaé niezaleznie. Na przyktad w przypadku punktéw
kontrolnych w obrebie lotniska kazdy patrol moze by¢ wyposazony w rézne rodzaje sprzgtu
skanujacego. Obszary chronione przez patrole moga si¢ pokrywaé. W efekcie, zamiast rozwa-
zac przypisania do konkretnych punktéw kontrolnych, mozemy analizowac¢ pokrycie obszaréw,
co znacznie zmniejsza przestrzen ruchow w grze. Ponadto w wigkszo$ci prac z tego obszaru
rozwazane gry sa jednokrokowe. Techniki i uproszczenia stosowane w Grach Obronnych sa
przedyskutowane w Rozdziale [3| niniejszej rozprawy.

Mimo stosowanych uproszczen, to wlasnie te prace przyczynily si¢ do wzrostu zaintereso-
wania Réwnowaga Stackelberga w ostatnich 10 latach. Pojawily si¢ prace dotyczace strategii
patrolowania 1 poszukiwania uzywajace Rownowagi Stackelberga do modelowania zachowan
graczy [9,[8]. W ostatnich 5 latach zaczely si¢ pojawiaé prace dotyczace obliczania Réwnowagi
Stackelberga w ogdlnych klasach gier, nie specjalizowane do zadnych zastosowan [|18} |17, 16,
87,95]. Z punktu widzenia algorytméw proponowanych w tej rozprawie, to wiasnie te ostat-
nie metody sa najbardziej istotne, poniewaz dziataja w ogdlnych klasach gier, w tym niektore
z nich w wielokrokowych grach o sumie niezerowej. W Rozdziale {] zawarte sa poréwnania

metod proponowanych w rozprawie z przytoczonymi metodami z literatury.

Motywacja koniecznos$ci budowy lepszych metod. Podsumowujac aktualny stan literatury
zwiazany z Grami Stackelberga, mozna zaobserwowac, ze ogromna wigkszoS¢ prac skupia si¢
na grach jednokrokowych, w szczegdlnoSci cechg t¢ maja wszystkie wdrozenia w Grach Obron-
nych Stackelberga. Tylko niewielka liczba prac rozwaza gry wielokrokowe. Przyczyna tej sytu-
acji jest fakt, ze w literaturze jest bardzo niewiele metod dedykowanych grom wielokrokowym
1 bedacych w stanie wykorzystac ich strukturg w problemie poszukiwania Réwnowagi Stac-
kelberga. W zwiazku z tym konieczne jest zaproponowanie nowych podejs$¢, ktére umozliwia

praktyczne rozwiazywanie takich modeli i pozwola na ich wdrozenie.

1.2 Metody Monte Carlo i inne metaheurystyki

Informatyka jest stosunkowo mtoda dyscypling naukowa, ktéra zaczgta si¢ dynamicznie rozwi-
ja¢ od drugiej potowy XX wieku. Obszarem, ktéry od poczatku towarzyszyt rozwojowi infor-
matyki,jest sztuczna inteligencja. Celem badan w tym obszarze jest budowa systeméw kompu-
terowych, ktére beda w stanie uczy¢ si¢ i rozwigzywac zadania, bez wczesniejszego zaprogra-
mowania pod katem konkretnego problemu. XXI wiek przynidst bardzo szeroki rozwdj sztucz-
nej inteligencji, wraz ze wzrostem dostgpnej mocy obliczeniowej coraz wigcej zadan moze by¢

rozwiazywanych przez komputery.
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W przypadku sztucznej inteligencji stosowanej do gier planszowych i karcianych popular-
nym podejsciem jest Monte Carlo Tree Search (MCTS) [23]], ktdre opiera si¢ na losowym prze-
szukiwaniu drzewa stanéw gry i w kolejnych probkowaniach stopniowym przechodzeniu od
losowego przeszukiwania do przeszukiwania preferujacego okolice najlepszych znalezionych
rozwigzan wykorzystujac informacje zebrane podczas wczesniejszych probkowan. Podejscie
okazato si¢ skuteczne w wielu grach, jak na przyktad grze planszowej Havannah [85] czy bry-
dzu [33]]. Poza grami, MCTS okazat si¢ rowniez skutecznym podejSciem w innych problemach
zwiazanych z podejmowaniem decyzji, migdzy innymi planowaniu zadan w projekcie, w wa-
runkach niedeterminizmu [[89], jak 1 bardziej ogolnie w rozwiazywaniu decyzyjnych proceséw
Markova [76]. Najbardziej znaczacym sukcesem metod bazujacych na MCTS w ostatnich la-
tach jest seria podejs¢ zapoczatkowanych przez Alpha Go [77]], ktéra byta w stanie jako pierw-
sza pokona¢ graczy Go na poziomie mistrzowskim. W kolejnych latach zostaty opublikowane
prace rozszerzajace t¢ koncepcje, migdzy innymi Alpha Go Zero [[78]], bedaca rozwinigciem Al-
pha Go, ktéra wzgledem swojej poprzedniczki nie wykorzystuje zapiséw historycznych partii
w procesie nauki i najnowsza, MuZero [74]], ktéra jest w stanie, bez wiedzy ekspertéw uczy¢
si¢ graé w rézne gry, nie tylko Go.

Sukcesy metod MCTS w obszarze gier motywuja wykorzystanie wiasnie tego podejscia

jako bazy metod proponowanych w rozprawie.

1.3 Cel i zakres rozprawy

Celem rozprawy jest budowa heurystycznych metod do aproksymacji Réwnowagi Stackelberga
w grach wielokrokowych z niepelng informacja o sumie niezerowe;j.

Przez aproksymacje stanu Réwnowagi Stackelberga rozumiemy poszukiwanie strategii li-
dera, ktora przy zatozeniu, ze nasladowca zagra optymalng odpowiedZ, daje liderowi wynik
bliski wynikowi w stanie rownowagi. Formalne definicje Rownowagi Stackelberga, klasy gier z
niepelng informacja o sumie niezerowej i postawionego problemu optymalizacyjnego przedsta-
wione s3 w Rozdziale 2]rozprawy. Tak postawiony problem poszukiwania Réwnowagi Stackel-
berga we wspomnianej klasie gier jest problemem NP-trudnym [S55]]. Skupienie si¢ na strategii
lidera wynika z faktu, ze obliczania strategii nasladowcy jest tatwe wzgledem ustalonej strategii
lidera. Wyliczenie strategii lidera w wigkszosSci przypadkéw jest trudne.

Problem budowy metod ogdélnych wpisuje si¢ w nurt badan podstawowych. Przedstawione
w tej rozprawie wyniki badafi s odniesione jedynie do zbioréw gier testowych i nie byly przy-
gotowywane pod katem wdrozenia. W opinii autora rozprawy budowa takich metod jest nie-
zbedna, aby w przysztosci umozliwi¢ wykorzystanie duzo bardziej ztozonych, a zatem i bar-
dziej precyzyjnych modeli w rzeczywistych sytuacjach.

Gtéwna czgscia rozprawy jest projektowanie i budowa dwdéch autorskich metod heurystycz-
nych, ktére z uzyciem metaheurystyk bazujacych na przeszukiwaniu Monte Carlo sa w stanie

znajdowac przyblizone strategie lidera w Grach Stackelberga oraz weryfikacja skutecznosci
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tych metod.

Kolejnym celem jest zaproponowanie zbioréw gier, na ktérych mozna wykona¢ poréwna-
nie skuteczno$ci r6znych metod aproksymujacych strategie lidera w stanie Rownowagi Stackel-
berga. Budowa takiego zbioru jest konieczna, poniewaz metody prezentowane dotad w literatu-
rze testowane sa na nieduzych, specyficznych dla danej pracy, zbiorach gier, co bardzo utrudnia
poréwnania ré6znych metod pomigdzy soba. Nastgpnie zaproponowane metody sa porownane
z metodami z literatury pod katem czasu obliczen, jak i jakosci uzyskiwanych strategii. Tak
przeprowadzona analiza umozliwia ocen¢ jakosci znajdowanych strategii przez proponowane
metody.

Gléwna czgs$¢ rozprawy poprzedzona jest rozdziatem teoretycznym wprowadzajacym teorig
gier 1 przegladem istniejacych metod rozwigzujacych Gry Stackelberga.

1.4 Hipoteza badawcza i szczeg6towe cele badawcze

Glowna hipoteza badawcza stawiana w rozprawie sformutowana jest w nastepujacy sposob:
Mozliwe jest wykorzystanie metod Monte Carlo do efektywnego aproksymowania stra-
tegii lidera w wielokrokowych Grach Stackelberga o sumie niezerowej z niepetnq infor-
macjq, ktore dajq niewiele gorszq wartos¢ oczekiwang wyptaty lidera, przy optymalnej
odpowiedzi nasladowcy, w porownaniu z wartosciq oczekiwang wyptaty lidera w stanie
rownowagi.

Lista szczegétowych celow badawczych jest nastgpujaca:

1. Budowa dwéch metod aproksymacji stanu Réwnowagi Stackelberga.

(a) Metody zapewniajacej duza szybkos¢ obliczer.

(b) Metody wolniejszej, ale dajacej bardziej precyzyjne wyniki.
2. Poréwnanie szybkosci dziatania i jakoSci uzyskiwanych wynikow:

(a) proponowanych metod migdzy soba,

(b) proponowanych metod z podej$ciami istniejacymi w literaturze.

3. Zaproponowanie dwoch rodzin gier wielokrokowych o sumie niezerowej i niepetnej in-

formacji do testowania metod.

1.5 Oryginalne wyniki rozprawy

W ramach rozprawy zaprezentowane sa nastgpujace wyniki powstate w ramach realizacji po-

stawionych celow badawczych, ktére sa oryginalnym wktadem w dziedzing:
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* Metoda Mixed-UCT, zbudowana na bazie metody Upper Confidence bounds applied to
Trees (UCT) [50], ktora aproksymuje strategi¢ lidera w wielokrokowych Grach Stackel-
berga z niepetng informacja o sumie niezerowej z dodatkowym ograniczeniem na struk-

ture zbioréw informacyjnych opisanym w dalszej czg$ci rozprawy.

* Metoda O2-UCT, ktéra aproksymuje strategi¢ lidera w wielokrokowuch Grach Stackel-
berga z niepetng informacja o sumie niezerowej, bez zadnych dodatkowych ograniczen

na strukture gry.

* Generator gier testowych imitujacych budynki wraz z wygenerowanym zbiorami testo-

wymi do oceny metod aproksymujacych strategie.

Dodatkowym oryginalnym wynikiem, ktéry nie jest bezposrednio zwigzany z postawiong
hipoteza badawcza, jest modyfikacja metody SMOS (Stackelberg Model of the Oil-Siphoning
problem) [90]. Oryginalna metoda SMOS dziala dla pewnej rodziny gier wielokrokowych o su-
mie zerowej, a proponowana modyfikacja umozliwia jej stosowanie dla gier o sumie niezerowe;j.
Modyfikacja ta jest wsp6lng praca autora rozprawy i Filipa Grajka, w momencie opracowywa-
nia metody studenta studiow magisterskich. Modyfikacja ta wnosi istotny wkiad w rozdziat
niniejszej rozprawy, ktory opisuje istniejace podejscia do Gier Stackelberga. Pokazuje ona, jak
wzrasta poziom skomplikowania algorytmu przy przejsSciu do sumy niezerowej i jak trudna jest

modyfikacja metod specyficznych do danego modelu gry.

1.6 Opublikowane wyniki rozprawy

Elementy tej rozprawy byly opublikowane wczesniej w nastgpujacych pracach naukowych:

* Pracakonferencyjna (C CORE 2018): Jan Karwowski i Jacek Mandziuk. A New Approach
to Security Games. W: Artificial Intelligence and Soft Computing - 14th International
Conference, ICAISC 2015, Zakopane, Poland, June 14-28, 2015, Proceedings, Part II.
Red. Leszek Rutkowski i in. T. 9120. Lecture Notes in Computer Science. Springer, 2015,
s. 402—411. 1SBN: 978-3-319-19368-7. DOI1:|10.1007/978-3-319-19369-4\_36
— metoda prébowania w grach z niepetng informacja bgdaca podstawa metody Mixed-
UCT

* Praca konferencyjna (A CORE 2018): Jan Karwowski i Jacek Mandziuk. Mixed Strategy
Extraction from UCT Tree in Security Games. W: ECAI 2016 - 22nd European Con-
ference on Artificial Intelligence, 29 August-2 September 2016, The Hague, The Nether-
lands - Including Prestigious Applications of Artificial Intelligence (PAIS 2016). Red. Gal
A. Kaminka i in. T. 285. Frontiers in Artificial Intelligence and Applications. IOS Press,
2016, s. 1746-1747. 1SBN: 978-1-61499-671-2. DOI: 10 .3233/978-1-61499 -
672-9-1746 — wprowadzenie metody Mixed-UCT
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* Praca konferencyjna (C CORE 2018): Jan Karwowski i Jacek Mandziuk. The Impact of
the Number of Averaged Attacker’s Strategies on the Results Quality in Mixed-UCT. W:
Artificial Intelligence and Soft Computing - 16th International Conference, ICAISC 2017,
Zakopane, Poland, June 11-15, 2017. Red. Leszek Rutkowski i in. T. 10246. Lecture
Notes in Computer Science. Springer, 2017, s. 477-488. 1ISBN: 978-3-319-59059-2. DOI:
10.1007/978-3-319-59060-8\_43|— analiza wplywu dlugosci historii strategii
atakujacego, jednego z parametréw metody, na szybkos¢ i skuteczno$¢ jej dziatania.

* Praca konferencyjna (A* CORE 2018) Jan Karwowski, Jacek Mandziuk, Adam Zychow-
ski, Filip Grajek i Bo An. A Memetic Approach for Sequential Security Games on a
Plane with Moving Targets. W: The Thirty-Third AAAI Conference on Artificial Intel-
ligence, AAAI 2019, The Thirty-First Innovative Applications of Artificial Intelligence
Conference, IAAI 2019, The Ninth AAAI Symposium on Educational Advances in Artifi-
cial Intelligence, EAAI 2019, Honolulu, Hawaii, USA, January 27 - February 1, 2019.
AAAI Press, 2019, s. 970-977. 1SBN: 978-1-57735-809-1 — w sekcji 4. tej pracy zo-
stata przedstawiona modyfikacja znanej z literatury metody SMOS [90] do gier o sumie

niezerowej.

* Praca w czasopiSmie: Jan Karwowski 1 Jacek Mandziuk. A Monte Carlo Tree Search
approach to finding efficient patrolling schemes on graphs. W: European Journal of Ope-
rational Research 277.1 (2019), s. 255-268. D0O1:/10.1016/j.eJjor.2019.02.017
— zawierajaca pelny opis metody Mixed-UCT wraz z rozszerzona ewaluacja ekspery-

mentalng wzglgdem wczesniejszych prac konferencyjnych.

* Rozszerzony abstrakt na konferencji (A* CORE 2018) Jan Karwowski i Jacek Man-
dziuk. Stackelberg Equilibrium Approximation in General-Sum Extensive-Form Games
with Double-Oracle Sampling Method. W: Proceedings of the 18th International Confe-
rence on Autonomous Agents and MultiAgent Systems, AAMAS 19, Montreal, QC, Ca-
nada, May 13-17, 2019. Red. Edith Elkind, Manuela Veloso, Noa Agmon i Matthew E.
Taylor. International Foundation for Autonomous Agents i Multiagent Systems, 2019,
s. 2045-2047. 1SBN: 978-1-4503-6309-9 — wprowadzenie metody O2-UCT.

* Praca konferencyjna (A* CORE 2020) Jan Karwowski 1 Jacek Mandziuk. Double-Oracle
Sampling Method for Stackelberg Equilibrium Approximation in General-Sum Extensive-
Form Games. W: Proceedings of the AAAI Conference on Artificial Intelligence 34.02
(2020), 2054-2061. 1SSN: 2159-5399. DO1: |10.1609/aaai .v34i02.5578/— za-
wierajaca opis metody O2UCT.
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1.7. UKLAD ROZPRAWY

1.7 Uklad rozprawy

Rozdziat 2] formalnie definiuje uzywane pojecia teorii gier, w tym Réwnowage Stackelberga.
Oprécz definicji rozdziat zawiera dowdd NP-trudnosci poszukiwania Réwnowagi Stackelberga
w klasie gier rozwazanej w rozprawie oraz obserwacje i twierdzenia, ktére sa podstawa budowy
efektywnych metod obliczajacych Rownowage Stackelberga.

Rozdziat 3] opisuje metody poszukiwania Réwnowagi Stackelberga znane z literatury. W
tym rozdziale opisujemy techniki wykorzystywane w metodach dedykowanych grom modelu-
jacym konkretne zastosowanie, ktére pozwalaja przyspieszy¢ obliczenia oraz wskazujemy, w
jaki spos6b utrudniaja one budowg ogdlnych metod. Ograniczenia te motywuja konieczno$¢
budowy zupelnie nowych metod aproksymujacych strategi¢ lidera w Grach Stackelberga. W
dalszej czgsci rozdziatu opisujemy metody dedykowane ogélnej klasie gier, ktére postuza jako
punkt odniesienia przy ocenie skutecznosci autorskich metod.

Rozdziat 4] opisuje czes¢ stanowiaca wigkszos¢ oryginalnego wktadu rozprawy — dwie me-
tody heurystyczne aproksymujace strategi¢ lidera w Stanie ROwnowagi Stackelberga. Rozdziat
ten przedstawia decyzje projektowe podjete w trakcie projektowania metod, nastgpnie szcze-
g6ty ich dziatania. Prezentowana jest tez ewaluacja eksperymentalna tych metod. Na poczatku
rozdzialu prezentowane sa zbiory testowe, zaproponowane przez autora rozprawy, ktére zostaty
wykorzystane do ewaluacji metod, nastgpnie prezentowana jest pierwsza z metod, Mixed-UCT,
ktora jest proba zastosowania wprost metody Upper Confidence Bound applied to Trees (UCT)
do poszukiwania strategii lidera ze stanu Rownowagi Stackelberga. W drugiej kolejnosci pre-
zentowana jest metoda O2-UCT, ktéra odchodzi od pomystu stosowania UCT bezposrednio do
poszukiwania strategii i zamiast tego stosuje schemat metody zainspirowany podej$ciami do
Gier Stackelberga znanymi z literatury, a metode UCT wykorzystuje tylko jako narzedzie do
realizacji konkretnych fragmentéw rozwiazania. Kazdy z opisow proponowanych metod za-
wiera opis eksperymentéw, w ktérych proponowana metoda poréwnywana jest z metodami z
literatury i w ktdrej oceniana jest jej skutecznos¢.

Rozprawe koriczy Rozdziat[5] ktéry podsumowuje wyniki eksperymentalne, wskazuje mocne
i stabe strony proponowanych metod. Nastgpnie, na podstawie wnioskéw wyciagnigtych z eks-
perymentéw, stwierdzamy prawdziwosS¢ postawionej hipotezy badawczej. W tym rozdziale
wskazujemy rowniez dalsze kierunki badan i plany na rozszerzenia i ulepszenia metod pro-

ponowanych w tej rozprawie.

23






Rozdziat 2

Uzyte pojecia teorii gier i definicja

Rownowagi Stackelberga

Ten rozdziat wprowadza znane z literatury formalne definicje gier i stanéw rownowagi rozwa-
zanych w rozprawie oraz prezentuje obecny stan wiedzy na temat trudnosci obliczania i aprok-
symacji stanu Réwnowagi Stackelberga. Przedstawione tu definicje pochodza z wielu Zrodet
powstalych na przestrzeni kilkudziesigciu lat 1 nie sg przytoczone w oryginalnym brzmieniu, a
dostosowane do notacji i nomenklatury stosowanej w tej rozprawie. Rozdziat wprowadza kilka
powszechnie uzywanych sposobdéw przedstawiania strategii w grach, ktére beda uzyte dalej,
w Rozdziale [3| przedstawiajacym znane z literatury metody obliczania strategii lidera w Stanie
Rownowagi Stackelberga oraz w Rozdziale | prezentujacym oryginalny wktad autora rozprawy.

Rozwazanym wariantem stanu Rownowagi Stackelberga jest Silna Rownowaga Stackel-
berga (Strong Stackelberg Equilibium) [54] opisana szczegbélowo w dalszej czgéci tego roz-
dzialu. W rozwazaniach teoretycznych gry beda opisywane z uzyciem postaci ekstensywne;j
(extensive form game) [53,|52]. Po przytoczeniu odpowiednich definicji gier, zostanie formalnie
zdefiniowany stan Rownowagi Stackelberga. Na koniec tej rozdziatu zostang wprowadzone de-
finicje, ktére nie sa wykorzystywane przy rozwazaniu metod bedacych przedmiotem rozprawy,
ale sa niezbedne do przedstawienia rozwigzan wystepujacych w literaturze.

Gléwnym przedmiotem rozprawy sa gry Stackelberga dla dwdch graczy (jeden lider 1 jeden
nasladowca). Podane reprezentacje gier beda w wielu przypadkach definiowane dla dowolne;j
liczby graczy, jednak dla ustalenia uwagi mozna przyjac, ze zbidr wszystkich graczy N = {l,f}

— odpowiednio lider i nasladowca (ang. follower, stad indeks dolny f).

2.1 Podstawowe definicje

Ponizej sa przedstawione powszechnie znane definicje gier, ktére rozwiazywane sa przez me-
tody omOwione w rozprawie w tej rozprawie, zarowno definicje, ktére dotycza metod bedacych

przedmiotem rozprawy, jak 1 definicje potrzebne do omdéwienia prac innych autoréw z obszaru
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badan. Teoria gier jest narzgdziem uzywanym w wielu r6znych obszarach i jedng z konse-
kwencji tego rozrzucenia jest zr6znicowana terminologia okreslajaca te same byty, zarbwno w
literaturze polskojezycznej, jak i anglojezycznej. W zwiazku z tym definicje czgsto beda poda-
waly kilka nazw bytu. Zawsze pierwsza z podanych nazw bedzie nazwa, ktéra jest uzywana w
rozprawie.

Kazda gra, niezaleznie od szczeg6téw definicji modelu, bedzie sktadata si¢ z [[11]]:
* skorficzonego zbioru graczy, oznaczanego symbolem N

* zbioréw akcji, ktére gracze moga wykonaé w konkretnym momencie gry. Co do za-
sady zbidr akcji moze by¢ skoniczony, przeliczalny lub nieprzeliczalny. W przypadku,
gdy wszystkie zbiory akcji sa skoficzone, méwimy o grze skonczonej, w przeciwnym
przypadku méwimy o grze nieskoficzonej. W tej rozprawie bgda wystgpowac wytacznie

gry skonczone.

* sposobu przebiegu rozgrywki — jakie kolejni gracze wykonuja akcje i co wiedza na temat
stanu gry. Rozgrywka begdziemy nazywali stan koficowy gry E] zwiazany z wykonaniem

przez wszystkich graczy wszystkich akcji wymaganych przez zasady gry,

* sposéb przeprowadzenia rozgrywki i1 zbiory akcji beda definiowac zbiory strategii pro-
stych gracza. Dla kazdego gracza i € N bedzie zdefiniowany jeden zbidr strategii pro-

stych, oznaczany zwykle I1;.

* funkcji wyplat, ktére beda definiowaé wynik uzyskany przez gracza na koniec gry. Wy-
ptata gracza zawsze bedzie liczba rzeczywista. Wyplata i-tego gracza, w momencie gdy
gracze zdecydowali si¢ zagra¢ odpowiednio strategie proste 7y, ... m,, bedzie oznaczana

symbolem wu; (7, . .. 7,).

Symbole N, 11,;, u; w dalszej tresci rozprawy bedq oznaczatly byty opisane powyzej, o ile
wyraznie nie zaznaczono inaczej. Sciste definicje poszczegélnych klas gier sa przytoczone
w dalszej czesci tego rozdziatu. Kazda z tych gier mozna bgdzie opisaé z uzyciem krotki
(N {Tidienrs {uibien)-

Ponizej przedstawiona jest ogélna charakteryzacja gier uwzgledniajaca cechy gier bedacych

przedmiotem rozprawy.

Definicja 2.1. Gre I' nazywamy gra o sumie zerowej [65, Rozdziat 11.4], jesli dla kazdej moz-

liwej rozgrywki, suma wyptat wszystkich graczy wynosi 0.

Definicja 2.2. Gre I nazywamy gra o sumie niezerowej, (stosowana jest réwniez nazwa gra o

sumie ogolnej lub gra o zmiennej sumie), jesli nie jest spetniony warunek sumy zerowej.

!Gry sa sformutowane w taki sposéb, ze stan koricowy jednoznacznie definiuje wszystkie wykonane akcje.
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Uwaga. Mimo, ze definicje[2.1]i[2.2] sa spetnione dla roztacznych klas gier, w tej rozprawie
klasa gier o sumie niezerowej bedzie oznacza¢ klas¢ zawierajaca zarOwno gry o sumie nie-
zerowej, jak i gry o sumie zerowej. W literaturze stosuje si¢ tez czasami termin gry o sumie
ogolnej.

Uwaga 2. Mozemy wyr6zni¢ szczeg6lna klase gier, o sumie stalej, to znaczy takich, gdzie
dla kazdej gry istnieje pewna stata k£ € R, taka ze suma wyptat graczy dla kazdej rozgrywki
wynosi k. Ta klasa gier nie jest istotnie ciekawsza od klasy gier o sumie zerowej [11]. Kazda
taka gre mozna sprowadzi¢ do gry o sumie zerowej poprzez odjecie od wyplat graczy wartosci
k/|IN|. W zwiazku z tym wszedzie tam, gdzie jest mowa o grach o sumie niezerowej nalezy

mySleé przede wszystkim o grach, gdzie sumy wyptat graczy r6znia si¢ pomigdzy rozgrywkami.

Definicja 2.3. Grq jednokrokowa [/ 1| Rozdziat 2.4] bedziemy nazywac gre, w ktorej kazdy z
graczy wybiera akcje doktadnie raz, a wszyscy gracze podejmujq swojq decyzje jednoczesnie.

Definicja 2.4. Grq wielokrokowa [/ 1, Rozdziat 2.5] (inna uZywana nazwa to gra sekwencyjna),
bedziemy nazywac gre, gdzie gracze nie wybierajq ruchow jednoczesnie lub ktorys z graczy

kilkukrotnie wybiera ruch w grze.

Definicja 2.5. Grq z petna informacja [53, Sekcja 3.], (takze grq z doskonatq informacjq),
bedziemy nazywac gre, gdzie gracz w momencie podejmowania decyzji o ruchu ma petng wiedze

o stanie gry i ruchach wykonanych przez innych graczy.

Definicja 2.6. Grq z niepetna informacja, (takze grq z niedoskonatq informacjq), bedziemy
nazywac gre, ktora nie spetnia definicji pelnej informacji, tzn. gdzie gracz w momencie podej-

mowania decyzji o ruchu moze nie miec petnej wiedzy o stanie gry.

Definicja 2.7. Grq niekooperacyjna [ /1] bedziemy nazywac gre, w ktorej gracze nie majq
Zadnych mozliwosci komunikacji przed rozgrywkq lub w trakcie rozgrywki, poza informacjami

ujawnianymi przez zasady gry.

Przyktadem gry z pelnag informacja sa takie gry planszowe jak warcaby, szachy, czy go,
gdzie bierki czy kamienie na planszy stanowia caly opis stanu gry i sa przez caly czas widoczne
dla wszystkich. Kanonicznym przyktadem gier z niepetng informacja sa gry karciane takie jak
poker czy brydz, gdzie gracz wie jedynie jakie karty ma na rgce oraz ma pewna informacje
o zagraniach innych graczy, na przyklad licytacji, w pokerze réwniez o liczbie wymienionych

kart, czy kartach znajdujacych si¢ na stole.

2.2 Reprezentacja gier jednokrokowych

Najprostszym modelem gry, ktéry warty jest rozwazenia, jest jednokrokowa dla dwdéch gra-
czy (JN| = 2) o sumie zerowej. Najbardziej rozpowszechniong forma reprezentacji takiej gry
jest posta¢ normalna, nazywana tez macierzowq lub strategiczng. Ruchy graczy sa definiowane

odpowiednio przez wiersze 1 kolumny macierzy, a wyptaty przez elementy tej macierzy.
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Definicja 2.8. Grq dwuosobowq o sumie zerowej w postaci normalnej [65, Rozdziat 12.] na-
zywamy krotke (N, A., A, M), gdzie: N = {r,c} — zbidr graczy (r — gracz wierszowy, ¢ —
gracz kolumnowy), A.— skoriczony zbior akcji gracza ¢, A, — skoriczony zbior akcji gracza r,
M e R4 Wiersze macierzy sq etykietowane elementami zboru A,, a kolumny elementami
zbioru A.. Wartos¢ funkcji wyptaty gracza kolumnowego to odpowiedni element macierzy M
ue : A x A, —> R = M(a,a.), wartosé wyptaty gracza kolumnowego jest liczbq przeciwng do

wyplaty gracza wierszowego: u,. : A, x A. > R = —M(a,a,).

Uwaga. Macierz M jest jedynym elementem niezbednym do opisania gry. Pozostate ele-
menty krotki sg obecne w definicji tylko dla poprawy czytelnosci notacji.

Waznym elementem gry w tak zdefiniowanej postaci normalnej jest, to ze gracze wybie-
raja ruchy jednocze$nie, nie ma sytuacji, gdy jeden z graczy wie jak zagral przeciwnik przed
podjeciem swojej decyzji.

Przyktadem prostej gry, ktéra mozna reprezentowa¢ w postaci normalnej jest gra, w ktorej
kazdy z graczy ma monete. W tajemnicy przed przeciwnikiem gracze odwracaja swoja monete
reszka lub orlem do gory, a nastgpnie odstaniaja monetg. W przypadku, gdy obie monety sa
odwrdcone tym samym symbolem do gory, pierwszy gracz dostaje jeden punkt, a drugi traci je-

den punkt. W przeciwnym wypadku wynik gry jest odwrotny. Gre t¢ mozna opisaé nastgpujaca

macierza:
O R
O 1 -1
R -1 1

Reprezentacj¢ t¢ mozna tatwo uogdlni¢ na gry, ktére nie maja wlasnosci sumy zerowej —

suma wynikéw graczy w kazdej z rozgrywek moze by¢ inna.

Definicja 2.9. Grq dwuosobowq o sumie niezerowej [|11, Rozdziat 2.2.] w postaci normalnej
nazywamy krotke (N, A., A, M., M), gdzie: N = {r,c} — zbidr graczy, A. — skoriczony
zbior akcji gracza ¢, A, — skoriczony zbior akcji gracza r, M. — macierz wyptat gracza c,
M, — macierzy wyptat gracza r. W obu macierzach wiersze i kolumny etykietowane tak, jak w

przypadku sumy zerowej.

Jedyna réznica w stosunku do sumy zerowej sa warto$ci wyptat graczy. Tym razem wyni-
kiem gracza r jest odpowiednie element macierzy M,., a wynikiem gracza c odpowiedni element

gracza M..

2.3 Pojecia strategii prostej i strategii mieszanej

W tym rozdziale zostana przedstawione podstawowe pojgcia zwigzane ze strategiami graczy.
Jesli nie zaznaczono inaczej, s to definicje wprowadzone przez Von Neumanna [65]] przetozone

na jezyk oznaczen uzywany w tej pracy.

28



2.4. REPREZENTACJA GIER SEKWENCYJINYCH (WIELOKROKOWYCH)

Definicja 2.10. Strategiq prosta, (takzZe strategiq podstawowq lub czystq, ang. pure strategy)
gracza i € N bedziemy nazywac wybor przez gracza doktadnie jednej akcji w grze w postaci
normalnej. Zbior strategii prostych gracza i bedziemy oznacza¢ symbolem 11;, a strategie (ele-

menty tego zbioru) zwykle symbolem ;.

Definicja 2.11. Strategiq mieszanqg gracza i € N bedziemy nazywaé rozktad prawdopodobieri-
stwa nad zbiorem strategii prostych tego gracza. Zbior strategii mieszanych gracza i bedziemy

oznaczac A;, a pojedynczq strategie mieszang 9;.

Definicja 2.12. Profilem strategii (prostych lub mieszanych) bedziemy nanazywac krotke stra-
tegii, po jednej dla kazdego z graczy biorqcych udziat w grze. Dla profilow strategii prostych
bedziemy stosowac oznaczenie I = X, ./ 1l; i odpowiednio dla profiléw strategii ztoZonych
A= Xien A

Definicja 2.13. Wypltatq gracza i dla zadanego profilu strategii mieszanych 0 bedziemy nazywaé
wartosc¢ oczekiwanq funkcji wyptaty u; dla strategii bedacych zmiennymi losowymi o rozktadach
zadanych przez strategie mieszane 6; wchodzqce w sktad tego profilu.

Dopuszczajqc sig naduzycia notacji, bedziemy stosowac symbol u; () lub u;(61, 9, ..., 0p)

do oznaczenia tej wartosci oczekiwanej.

Intuicje i przyktady strategii mieszanych sa podane w Podrozdziale [2.5] wprowadzajace;j

stany rownowagi w dalszej czgSci tego rozdziatu.

2.4 Reprezentacja gier sekwencyjnych (wielokrokowych)

W tym podrozdziale opisujemy typowe sposoby reprezentacji gier sekwencyjnych, ktére po-
zwalaja na elegancka i bardziej zwigzta reprezentacje faktu, ze gracze podejmuja decyzje wielo-
krotnie 1 obserwuja poSrednie skutki tych decyzji. Gr¢ w kazdej z przedstawionych reprezentacji
mozna sprowadzi¢ do postaci normalnej, ale taka reprezentacja bedzie wigksza w sensie liczby
potrzebnych wartos$ci opisujacych poszczegdlne wyniki gry, a co wazniejsze nie bedzie umozli-
wiata zastosowania bardziej efektywnych metod obliczeniowych, wykorzystujacych wielokro-

kowa strukturg gry.

2.4.1 Gra w postaci ekstensywnej

Najbardziej rozpowszechniong forma reprezentacji gier wielokrokowych jest posta¢ eksten-
sywna. Postac ta byla bez formalnej definicji uzywana juz we wczesnych pracach z teorii gier,
a wspotczesnie uzywana formalizacja pojecia zostata dokonana przez Kuhna w roku 1950 [53].
Posta¢ ekstensywna opisuje gre jako ukorzenione drzewo, w ktérym krawedzie etykietowane sa
ruchami kolejnych graczy, a liScie sg etykietowane wynikiem gry. Oryginalna definicja Kuhna
jest nieco szersza, niz wariant uzywany w tej rozprawie. Praca Kuhna obejmowata gry, w kt6-

rych poza graczami, na przebieg rozgrywki wptywa losowy czynnik zewngtrzny, zwany natura,
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ktéry wykonuje akcje wedtug rozktadu prawdopodobiefistwa znanego wszystkim graczom. Taki

element moze postuzy¢ na przykitad do modelowania rzutéw kostka w grze planszowe;j. Klasy

gier rozwazane w tej rozprawie nie obejmuja gier z czynnikiem losowym, a co za tym idzie

pomijamy go we wszystkich definicjach aby nie wprowadza¢ nadmiarowej komplikacji.

Definicja 2.14. Grq w postaci ekstensywnej [53, 52]] z niepetnqg informacjq bedziemy nazywac
krotke G = (N,S, Z, p, A, u,T), gdzie:

N — zbidr graczy,

S — zbior nieterminalnych stanow gry z wyroinionym sy — stanem startowym, Ele-
menty zbioru S sq wierzchotkami skierowanego drzewa gry o korzeniu s, krawedzie tego

drzewa sq etykietowane akcjami ze zbioru A opisanego ponizej.
Z — zbior terminalnych stanow gry — lisci drzewa gry.

p: S — N — funkcja definiujaca gracza, ktéry podejmuje decyzje (wykonuje ruch) w

danym stanie.

A = {A} s — rodzina zbioréw (niekoniecznie roztacznych) A, kazdy zbior definiuje
akcje (ruchy) dostepne w stanie s, zbior akcji dostepnych w stanie s jest izomorficzny
ze zbiorem krawedzi wychodzqcych z tego stanu w drzewie gry — doktadnie jedna akcja
odpowiada doktadnie jednej krawedzi wychodzqcej z tego stanu, nie musi to by¢ jedyny

stan, 7 ktorego wychodzi dana akcja.

u: Z x N — R — funkcja definiujqgca wyptate kazdego z graczy po osiagnigciu stanu

terminalnego.
1 — podziat zbioru S na zbiory informacyjne I; (information sets), taki ze:

_VII,]QEI (Il¢]23]1012=@),
- VIyeZ3IneNVsel, (p(s)=n)(wobrebie kazdego ze zbioréw rusza sig ten
sam gracz),

- VI, €T Vsy,s0€ly (As = As,) (dopuszczalne ruchy w obrebie zbioru sq takie

same).

Stany bedqgce w jednym zbiorze informacyjnym sq nierozroznialne dla gracza. Bez straty
ogolnosci bedziemy rowniez zaktadaé, Ze kazda akcja dostepna jest w nie wigcej niz jed-
nym zbiorze informacyjnym: Vsi,s9 € S A NAs, # <=3 el s;el Asyel
To dodatkowe zatoZenie uprosci notacje w rozwazaniach teoretycznych, pozwalajqc na

Jjednoznacznq identyfikacje, 7 ktorego zbioru informacyjnego pochodzi dana akcja.
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Przyklad gry w postaci ekstensywnej. Rozwazmy gre¢ dla dwdch graczy. Pierwszy gracz
dysponuje trzema kamieniami: dwoma zielonymi, o nominatach 1 1 3 oraz jednym czerwonym
o nominale 2. W pierwszych ruchu pierwszy gracz wyktada na stét jeden z kamieni nominatem
do dotu (tak, ze jesli zostat wybrany zielony kamien, przeciwnik nie zna jego nominatu). Gracz
drugi dysponuje trzema niebieskimi kamieniami o nominatach 1, 2 1 3. Jesli pierwszy gracz
zagral czerwony kamien, to drugi gracz wyktada jeden ze swoich kamieni nominatem do dotu,
a pierwszy gracz zgaduje, czy wytozony kamienn ma nominat wigkszy réwny, czy mniejszy od 2.
Jesli pierwszy gracz zagrat zielony kamien, drugi gracz moze si¢ zdecydowac go odwroci€. Jesli
odwrécony kamien to 3, to drugi gracz wygrywa podwdjng stawke, w przeciwnym wypadku
przegrywa podwdjna stawke. Zamiast zgadywaé warto$¢ kamienia drugi gracz moze wylozy¢
niebieski kamiei 0 nominale 1 lub 3 nominatem do dotu. Wtedy pierwszy gracz zgaduje czy
nominaly kamieni si¢ zgadzaja, czy nie. Jesli zgadl, wygrywa, jesli nie, to przegrywa.
Rysunek[2.1|przedstawia powyzsza gre w postaci ekstensywnej. Rysunek przedstawia drzewo

o korzeniu w wezle sg, z ktérego wychodza trzy krawedzie etykietowane trzema mozliwymi
ruchami pierwszego gracza — wlozenie czerwonego kamienia o nominale 2 (na rysunku ozna-
czone jako c2), wylozenie zielonego kamienia o nominale 1 i wylozenie zielnego kamienia o
nominale 3, ruchy odpowiednio oznaczone etykietami z1 1 z3. Trzy krawedzie oznaczone tymi
ruchami dochodza do trzech wierzchotkow, krawedz c¢2 do stanu s;, krawedz z1 do stanu s,,
krawedzZ z3 do staniu s3. Stany s, i1 s3 sa potaczone przerywana linia, ktéra oznacza, ze naleza
do tego samego zbioru informacyjnego. Ta przynaleznos$¢ stuzy do zamodelowania faktu, ze
gracz drugi zna tylko kolor wylozonego kamienia, ale nie jest w stanie powiedziec, czy jest
to nominal 1, czy 3. Nastgpnie, z wierzchotka s; wychodza trzy ruchy oznaczone nl, n2, n3,
ktore oznaczaja wyltozenie przez drugiego gracza kamienia odpowiednio o nominale 1, 2 1 3.
Ruchy te prowadza odpowiednio do stanow sy, S5 1 sg. Wszystkie 3 stany sa w jednym zbiorze
informacyjnym, poniewaz pierwszy gracz nie wie jaki kamien jest wylozony. Z weztéw s, 1 s3,
z definicji zbioru informacyjnego, musza by¢ mozliwe do zagrania dokladnie te same ruchy.
Ruchy te oznaczone sa jako spr — sprawdzenie czy pierwszy gracz zagral kamien 3, wylozenie
jednego z niebieskich kamieni 1 lub 3. Ruchy te sa oznaczone odpowiednio N1 i N3. Z punktu
widzenia definicji gry ekstensywnej ruchy te moglyby miec¢ etykiety nl i1 n3, ale przyjeliSmy
konwencj¢ nazywania ruchéw dostgpnych w réznych zbiorach informacyjnych ré6znymi sym-
bolami. Konstrukcja glgbszych partii drzewa przebiega w analogiczny sposéb. Dla zachowania
czytelnoSci, rysunek nie przedstawia etykiet zbioréw informacyjnych. Na potrzeby rozwazania
tego przyktadu w dalszych czgsciach przyjmiemy etykietowanie zbioréw informacyjnych jako
I, gdzie k bgdzie najmniejszym indeksem s, weztéw wchodzacych w sktad tego zbioru. Na
przyktad zbidr {sy, s5, s¢} bedzie oznaczony symbolem /,. Uwaga. O ile w przyktadzie gracze
wykonywali ruchy naprzemiennie, to w ogdlnosci definicja tego nie wymusza. Jest mozliwe

opisanie w postaci ekstensywnej gry, w ktdrej gracz rusza si¢ dwa razy z rzgdu.

Dodatkowo zdefiniujmy zestaw pomocniczych funkcji. Funkcje te beda w wielu przypad-

kach oznaczane tymi samymi symbolami, to elementy definicji gry, ale kontekst uzycia, przede
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/1 z3
c2
(s D O
n 3 Py N3 SPY N3
n2 N1 N1
S7 510
O O ONHIORROMF[ORR S
-2 2
<2 <2 <2 r r r r
> > > P t t t v
513 S14 S15 S16 S17 518 S19 S20 521 529 523 524 Sa5 526
-1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1

Rysunek 2.1: Postaé ekstensywna przyktadowej gry. Ksztatt weztéw oznacza wartos¢é funkcji
p wskazujacej, ktory z graczy wykonuje ruch. Koto oznacza gracza pierwszego, romb — gracza
drugiego. Wezly terminalne s3 oznaczone prostokatami. Wezty potaczone przerywana linig na-
leza do tego samego zbioru informacyjnego. Liczby w liSciach definiuja wartoSci wyptat.

wszystkim dziedzina funkcji, bedzie jednoznacznie wskazywat ktéra z definicji jest uzyta.

Bezposredni poprzednik stanu s innego niz sy bedzie oznaczany anc(s), zbiér bezposred-
nich nastgpnikéw stanu s: succ(s), przyjmujemy ze Vs € Z succ(s) = . Sciezka etykiet
krawedzi (akcji) od korzenia do wezta s to o(s). Dodatkowo zdefiniujemy rodzing Sciezek ety-
kiet krawedzi zawierajaca tylko krawedzie bedace ruchami gracza i € N: oy(s).

Podzial rodziny zbioréw informacyjnych na rodzing punktéw decyzyjnych Lidera i naSla-
dowcy:

I,={Ie€IlNsel p(s)=1} (2.1)

Iy ={leIlVsel p(s)=f} (2.2)

Funkcja podajaca w ktérym zbiorze informacyjnym jest dany stan: [ : S\Z — Z. I(s) = I

takie, ze s € I. Z racji tego, ze 7 jest podziatem zbioru S\ Z, taka definicja jest jednoznaczna.

Definicja 2.15. Strategia prosta [52, Definicja 3.] gracza i w grze w postaci ekstensywnej be-
dziemy nazywali funkcje m; : I; — Y 4 4 A, prypisujacq kaidemu ze zbioréw informacyjnych
It € Z; doktadnie jednej akcji z odpowiadajqcego mu zbioru dostepnych akcji A(Iy). Formalnie
wymagamy aby:

VieZ, m(l)e A;

Strategie proste, tak jak w grach w postaci normalnej bedziemy oznaczac ; € 11;.

Tak zdefiniowana strategia powoduje, ze gracz musi przed gra zdefiniowaé swoje zacho-
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wanie w kazdym swoim punkcie decyzyjnym, w strukturze gry (réwniez w punktach nieosia-
ganych w niektorych rozgrywkach). W przypadku przyktadowej gry przedstawionej wczesniej
jedng z dostepnych strategii prostych gracza pierwszego moze by¢: Iy — 21,1, — (= 2),
Ig — t,I;; — t'. Przyktadem strategii prostej drugiego gracza jest przypisanie [; — n2, I, —
spr.

Bedziemy moéwili, ze strategia m; wybiera ruch a, jesli m;(1(a)) = a.

Definicja 2.16. Bedziemy mowili, Ze stan s € S jest istotny w strategii m;, jesli istniejq strategie
7; dla pozostatych graczy takie, Ze stan s bedzie na scieice rozgrywki [52, Definicja 6.], zbior
wszystkich istotnych stanéw bedziemy oznaczali Rel(r;) (od ang. relevant). Bedziemy mowili,
Ze zbior informacyjny I jest istotny w strategii m;, jesli istnieje co najmniej jeden stan s w tym
zbiorze informacyjnym, ktory jest istotny w ;. W przypadku ruchéw, bedziemy mowili, ze ruch

a jest istotny w m;, jesli I(a) jest istotny w ;.
Istotne stany beda podstawa definicji strategii zredukowanych w Rozdziale[2.4.2]

Definicja 2.17. Strategia mieszang [52, Definicja 7.] gracza i w grze w postaci ekstensywnej
bedziemy nazywali rozktad prawdopodobieristwa nad jego strategiami prostymi. Strategie mie-

szane, tak jak w grach w postaci normalnej bedziemy oznaczac d; € A,.

Gra z doskonala pamiecia

Definicja 2.18. Grq z doskonalg pamigcia (ang. perfect recall game) [52, Definicja 17.] be-
dziemy nazywac gre, w ktorej kazdy z graczy odroznia stany do ktorych dotart wykonujqc rozne

sekwencje ruchow, scisle:

Vn e N Vsi,89 € U I 0,(s1) # on(s2) = I(s1) # I(s2) (2.3)

1€,
W grach z doskonalg pamigcia dodatkowo dla kazdego gracza i, dla kazdego zbioru infor-
macyjnego [ € Z; bedziemy uzywac oznaczenia o;(I) = 0;(s), dla dowolnego s € I. Powyzsza
funkcja jest dobrze zdefiniowana, poniewaz wartosci o;(s) dla kazdego s € I sa takie same w

mysl warunku (2.3)) w definicji gry z doskonata pamigcia.

Definicja 2.19. Strategiq behawioralng (ang. behavior strategy E] [52| Definicja 14.] gracza i w
grze w postaci ekstensywnej bedziemy nazywac przypisanie kazdemu ze zbiorow informacyjnych
Iy € Z; funkcji by, = A;, — [0,1], takiej Ze
definiujqca rozktad prawdopodobieristwa akcji dostepnych w zbiorze Ii. Bedziemy stosowaé

b(a) = 1. Innymi stowy bedzie to funkcja

CLEA]k

oznaczenie (3; na strategie behawioralng gracza 1.

2w jezyku angielskim wystepuje rozréznienie miedzy nazwa behavioral strategy, ktéra oznacza uwzglednianie
w analizie zachowarn w obszarach ekonomii i zarzadzania czynnikéw psychologicznych wptywajacych na zacho-
wanie jednostek, a nazwa behavior strategy, ktéra jest opisana w tej definicji. Autorowi rozprawy nie jest znany
zaden podobny niuans stosowany w jezyku polskim, ktéry pozwalatby odrézniaé te dwa pojgcia. W tej rozprawie
bedziemy jednak korzystaé jedynie ze znaczenia wywodzacego si¢ z teorii gier.

33



ROZDZIAE 2. POJECIA TEORII GIER I DEFINICJA ROWNOWAGI STACKELBERGA

prawd. | Iy Iy Is Iy 7 |
03|c2 =2 t Iy | (0,5;¢2)  (0,5;21)
02|c2 <2 t I, | (0,6;=2) (0,4;<2)
03z =2 ¢t Is | (0,6;¢) (0,4;7)
02zl <2 r ¥ Lo | (L0st)
(a) Strategia mieszana. W kolej- (b) Strategia behawioralna. W ko-
nych wierszach wymienione sa ko- lejnych wierszach wymienione sa
lejne strategie proste wchodzace w zbiory informacyjne, a w kolumnach
sktad strategii mieszanej. Kazda ko- pary akcja, prawdopodobieristwo.

lumna przedstawia wyboér ruchu w
zbiorze informacyjnym bedacym ety-
kieta kolumny. Pierwsza kolumna de-
finiuje prawdopodobiefistwa wyboru
konkretnej strategii proste;j.

Tabela 2.1: Dwie réwnowazne reprezentacje strategii w grze przedstawionej na Rysunku

W grach z doskonata pamigcia strategie behawioralne sa rownowazne strategiom miesza-
nym. Poprzez réwnowazno$¢ rozumiemy, ze dla kazdej strategii behawioralnej istnieje strategia
mieszana, ktéra umozliwia uzyskanie doktadnie takiego samego prawdopodobienistwa osiaggnig-

cia kazdego z lisci gry i na odwrét.

Twierdzenie 2.1. W kazdej grze z doskonalq pamieciq zbior wszystkich profili strategii beha-
wioralnych jest rownowazny zbiorowi wszystkich profili strategii mieszanych [53, Twierdzenie
2.1, [52, Twierdzenie 4.].

Strategia behawioralna moze by¢ bardziej intuicyjnym sposobem opisywania decyzji w po-
roOwnaniu do strategii mieszanej. Rozwazmy strategi¢ mieszang pierwszego gracza opisang w
Tabeli Gdy zamienimy t¢ strategi¢ w odpowiadajaca jej strategi¢ behawioralna, zostana
uwydatnione decyzje podejmowane w konkretnych zbiorach informacyjnych. Odpowiadajaca
strategia behawioralna jest przedstawiona w Tabeli W przypadku przedstawienia strategi
w postaci mieszanej nie jest od razu widoczny fakt, ze gracz zawsze wybiera ruch ¢/, a nigdy
r’, prawdopodobienistwa ruchow w weztach I, i Iy nie sa wprost widoczne. Ponadto strategia
behawioralna jest bardziej kompaktowa, szczegdlnie dla duzych gier.

Oprocz obiektywnych cech tego sposobu reprezentacji strategii, bardzo wazny jest tez fakt,
ze strategia behawioralna jest podstawowym elementem budowy metody O2-UCT bedacej jedna
z dwoch metod przyblizania Rownowagi Stackelberga bedacej oryginalnym wkiadem tej roz-

prawy opisanej w Rozdziale 4.3

2.4.2 Posta¢ sekwencyjna

Posta¢ ekstensywna jest czytelnym i intuicyjnym sposobem przedstawienia gry sekwencyjne;j.

Jest rOwniez pomocna, w przypadku programéw symulujacych przebieg gry. Jednak typowym
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podejsciem do poszukiwania stanéw réwnowagi, opisanym szeroko w Rozdziale[3|tej rozprawy,
sa programy liniowe. Program liniowy, jest wygodnym sposobem rozwigzywania gier w postaci
normalnej miedzy innymi dlatego, ze podstawowym sposobem reprezentacji programu linio-
wego jest macierz, podobnie jak reprezentacja samej gry. Reprezentacja w postaci drzewa w
zaden spos6b nie przystaje do macierzowej natury programowania liniowego.

Jedna z metod zamiany gry w postaci ekstensywnej na posta¢ macierzowa jest transformacja
Harsanyiego [35]. Efektem tej transformacji jest gra w postaci normalnej, co pozwala zasto-
sowa¢ metody rozwigzywania gier jednokrokowych. Wada tego rozwigzania jest rozmiar ma-
cierzy powstatej gry, wyktadniczy wzgledem liczby weziow w drzewie gry[35]. Transformacja
Harsanyiego polega na budowie gry macierzowej, w ktérej ruchy kazdego z graczy odpowia-
daja strategiom prostym w grze ekstensywnej. Jesli rozwazymy gre w postaci ekstensywnej z
Rysunku to po transformacji Harsanyiego gra bedzie opisana macierza przestawiong w Ta-
beli[2.2] Poza wyktadniczym wymiarem macierzy mozna zaobserwowac duza liczbe powtdrzent
wartoSci, warto$¢ 2, ktora jest wyptata w doktadnie jednym liSciu gry pojawia si¢ w macierzy
24 razy.

Technika, ktéra pozwala czgSciowo poprawié tg sytuacje jest stosowanie zredukowanych
strategii, w miejsce strategii prostych proponowanych w Definicji [2.15] Analizujac strategie
Iy — 2,1y — (= 2),Ig — t,[;; — ' w przyktadowej grze, mozemy zaobserwowac, ze jesli
gracz wybrat ruch z1 w [, to przypisania do /g 1 /1; nie maja znaczenia, gdyz zagranie ruchu
c2 przenosi nas do poddrzewa, gdzie stany z Ig i [1; nie wystgpuja. Czasami taka redukcja nie
bedzie mozliwa. Jesli rozwazymy strategi¢ drugiego gracza I, — n2, I, — spr, to nie jest
mozliwe usunigcie zadnego z przypisaf, poniewaz to czy gracz bedzie podejmowat decyzje
w [, czy w I, zalezy od ruchéw przeciwnika, dopdki gra si¢ nie rozpocznie, gracz nie moze

zredukowac tej przestrzeni. Ta obserwacja prowadzi do definicji strategii zredukowane;j.

Definicja 2.20. Strategia zredukowana [83, Sekcja 2.2.] ©} gracza i w grze w postaci eksten-
sywnej bedziemy nazywaé przypisanie akcji do kazdego elementu pewnego podzbioru I) < I,

takie, Ze
1. 7} jest obcigciem dziedziny pewnej strategii ; do zbioru I,
2. kazdy istotny, w sensie Definicji zbidr informacyjny w strategii m; nalezy do T},
3. do I! nalezq tylko te I, ktore sq istotne w T;

Na bazie strategii zredukowanych mozna zbudowa¢ wariant transformacji Harsanyiego,
ktéry da w wyniku réwnowazng gre w postaci normalnej, mniejszej niz macierz z Tabeli [2.2]
Macierz ta zostata przedstawiona w Tabeli Prezentowana macierz jest znacznie mniejsza
niz wynik transformacji bez zastosowania strategii zredukowanych, jednak caly czas mozliwe
jest skonstruowanie gier, dla ktérych ten wzrost bedzie wyktadniczy [S1]].

W zwiazku z problemami z rozmiarem gier powstatych stosowaniu transformacji Harsany-

iego, w 1996 von Stengel, Koller i Megiddo [51} |82]] zaproponowali inng postac gier wielo-
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Iop| c2 ¢2 2 ¢2 ¢2 2 ¢2 2 zl z1 zl zl zl z1 zl zl z3 z3 z3 Z3 z3 z3 z3 z3
Li| =22 =22 22 22 <2 <2 <2 <2 22 22 =22 =22 <2 <2 <2 <2 =22 22 =22 22 <2 <2 <2 <2
I t t r r t t r r t t r r t t r r t t r r t t r r
Iy, | t r t’ r’ t’ r t’ r’ t’ r t’ r’ t’ r t’ r’ t’ r’ t’ r t’ r’ t’ r
L I
nl spr| -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 -2 -2 -2 -2 =2 =2 =2 =2
nl NI|-1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 —1 1 —1 1 —1 1
nl N3|-1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 —1 1 —1 1 -1 1 —1
n2 spr 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2 2 2 2 2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 =2 =2
n2 NIl 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
n2 N3 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
n3 spr 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2 2 2 2 2 -2 -2 -2 -2 =2 =2 =2 =2
n3 NI 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 —1 1 —1 1 —1 1
n3 N3 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 —1 1 —1 1 -1 1 —1
Tabela 2.2: Efekt zastosowania transformacji Harsanyiego do gry w postaci ekstensywnej na Rysunku H Widoczny jest wyktadniczy wzrost

rozmiaru gry.
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Iy | c2 ¢2 z1 z1 z3 z3
Iy | =22 <2

n2 spr| 1 -1 2 2 -2 =2
n2 NI/ 1 -1 1 -1 -1 1
n2 N3, 1 -1 -1 1 1 -1
n3 spr| 1 -1 2 2 -2 =2
n3 NI, 1 -1 1 -1 -1 1
n3 N3, 1 -1 2 2 1 -1

Tabela 2.3: Efekt zastosowania transformacji Harsdnyiego wykorzystujacej strategie zreduko-
wane do gry w postaci ekstensywnej na Rysunku

krokowych — posta¢ sekwencyjna. Gra w tej postaci jest rOwniez reprezentowana macierzami
wyptat, po jednej dla kazdego gracza, jednak nie jest to posta¢ normalna i wymiary macierzy
reprezentacji sa jedynie liniowe wzgledem liczby weztéw w drzewie gry. Posta¢ sekwencyjna
bazuje na postaci ekstensywnej, ale pozwala na fatwiejsze opisanie gry w programie liniowym.

Zdefiniujmy zbidr wszystkich mozliwych sekwencji ruchéw gracza i:
Y,={ol3seSuZ o =o0s)}

Dzigki zatozeniu, ze kazdy zbior informacyjny ma unikatowe akcje, mozemy w wygodny

spos6b identyfikowaé te zbiory przez dowolna z akcji.

Definicja 2.21. Bedziemy mowié, Ze sekwencje ruchow o, i oy graczy | i f sq zgodne, jesli

istnieje w drzewie gry taki lis¢ z € Z, dla ktérego 0,() = oyi 04(2) = 0y.

Innymi stowy pary sekwencji zgodnych to doktadnie te pary, ktérych zagranie prowadzi do
jakiegos liscia w drzewie gry. Stan wskazywany przez taka parg sekwencji bedziemy oznaczaé
przez Z(oy,0¢).

Bedziemy stosowac oznaczenie I;(0;) = {I € Z;|0;(I) = 0,}.

Definicja 2.22. Postaciq sekwencyjnq gry w postaci ekstensywnej [51, 82)], bedziemy nazywaé
macierze rzadkie M; € R¥>>7 ktérych wiersze etykietowane sq ruchami lidera, a kolumny
ruchami nasladowcy, wartosci w komorkach wskazywanych przez pary sekwencji zgodnych sq
wartoSciami wyptat gracza i po zagraniu takiej pary sekwencji — u;(Z(0y,0¢)), a pozostate
wartosci macierzy sq zerami.

Uwaga. Postac¢ sekwencyjna istnieje tylko w powiqzaniu 7 postaciq ekstensywnaq, ktéra do-

puszczalne definiuje sekwencje ruchow.
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Definicja 2.23. Planem realizacji strategii behawioralnej [51] bedziemy nazywac funkcje 1) :
Y; — [0,1] spetniajacq nastepujace warunki:

14p(d) =1
2. Y(o(1)) = Dpear o(o(I)a), dla kazdego zbioru informacyjnego I z I;.
Notacja o(I)a oznacza sekwencje o (1) z dopisanym na koricu ruchem a.

Intuicyjnie powyzsza definicja oznacza sieC przeptywu prawdopodobienistw wyboru danych
sekwencji, gdzie prawdopodobienistwo wyboru ,,rozlewa” si¢ na prawdopodobienstwa sekwen-
cji wydtuzonych o jeden ruch. Za chwilg pokazemy ze taki ,,przeptyw” jest rwnowazny stra-
tegiom behawioralnym. Pokazemy tez sposéb w jaki mozna uzyskaé¢ wynik gry wykorzystu-
jac macierz z Definicji [2.22] Aby dobrze zobrazowaé nature planu realizacji, rozwazmy nieco
bardziej skomplikowana gre niz poprzednio. Rysunek przedstawia gre dla dwoch graczy
w postaci ekstensywnej. Gra sklada si¢ z siedmiu weztéw nieterminalnych i dziewigciu termi-
nalnych. Stany nieterminalne oznaczamy jako sg,sq, . . ., Sg, a stany terminalne jako z, . . . ,z2s.
W korzeniu, s, pierwszy gracz wybiera ruch mg lub m;. Ruch m, prowadzi do stanu s;, w kt6-
rym drugi gracz wybiera z trzech ruchéw M, M, Ms. Ruchy M, i M, prowadza odpowiednio
do stanéw s3 1 s4. Oba te stany naleza do jednego zbioru informacyjnego. Ruch M, prowadzi
do stanu terminalnego z4. W stanach s 1 sy, ktoére znajduja si¢ w jednym zbiorze informa-
cyjnym gracz pierwszy wybiera sposrod ruchdw ms i mg, ze stanu ss te ruchy prowadza do
stanéw terminalnych odpowiednio 2y 1 21, a z s4 do 25 1 2z3. W stanie s, decyzj¢ podejmuje
gracz drugi. Do wyboru ma dwa ruchy: M3 i1 M,. Ruchy te prowadza odpowiednio do stanéw
s5 1 s, W ktorych ruch wykonuje pierwszy gracz. W kazdym z tych stanéw sa dostgpne dwa
ruchy, odpowiednio my4 i ms5 oraz mg i my, ktére prowadza do stanéw terminalnych zs, zg,
27 1 zg. Zbiory informacyjne, podobnie jak w poprzednim przykladzie, bedziemy indeksowac
najnizszym indeksem stanu znajdujacego si¢ w tym zbiorze.

Rozwazmy strategi¢ behawioralng pierwszego gracza, ktéra w kazdym zbiorze informa-
cyjnym oprocz I5 wybiera kazdy z ruchéw z prawdopodobienstwem 0,5, a w 5 ruch my jest
wybierany z prawdopodobienistwem 0,6, a ruch ms; — 0,4. Strategia ta jest podsumowana w Ta-
beli Mozemy zdefiniowaé plan realizacji, ktéry opisze doktadnie te same prawdopodo-
bieristwa ruchow. Taki plan jest zaprezentowany w Tabeli [2.4b] Dodatkowo na Rysunku [2.4]
zaprezentowane sg ograniczenia na sumy prawdopodobienstw poszczegdlnych sekwencji ru-

chéw wynikajace z ograniczen w definicji planu realizacji.

Obserwacja 2.1. Kazdemu planowi realizacji strategii behawioralnej odpowiada pewna stra-

tegia behawioralna i na odwrot [|S2, Definicja 3.3, Propozycja 3.4].

Powyzsza obserwacja oznacza, ze plan realizacji strategii behawioralnej jest po prostu spo-
sobem zapisu strategii behawioralnej, ktéry tylko przy uzyciu ograniczen liniowych pozwala

tatwo uzyska¢ prawdopodobienistwo osiagnigcia liScia w drzewie gry. To powoduje, ze postaé
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2] (2] [2] [=] I EI Y

Rysunek 2.2: Przyktad gry w postaci ekstensywnej. Wezly w ksztalcie kota oznaczaja stany w
ktérych rusza si¢ pierwszy gracz, romby to stany, w ktérych rusza si¢ drugi gracz. Prostokaty
to stany terminalne. Wezly polaczone przerywana linig naleza do tego samego zbioru informa-
cyjnego. Etykiety na krawedziach to dostgpne ruchy.

0; ‘ V(o)
%) 1
mo 0,5

momme 0,25
moms 0,25

L mi | 05
I() moy — 0,5; mq — 0.5 mimgy 0,3
[3 mo —> 0,5; mgz +— 0,5 mims 0,2
Is | my — 0,6;m5 — 0,4 mimg | 0,25
Is | mg — 0,5, m7; — 0,5 mimy | 0,25
(a) Strategia behawioralna. (b) Plan realizacji

Tabela 2.4: Przyktadowa strategia behawioralna pierwszego gracza i 1 odpowiadajacy jej plan
realizacji w grze w Rysunku
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Rysunek 2.3: Wizualizacja sum z ograniczenia 2. z Definicji w planie realizacji opisanym
Tabelg Kazdy ksztatt 1 kolor ramki opisuje elementy nastgpujace po napotkaniu konkret-
nego zbioru informacyjnego. Strzatki w odpowiadajacych ksztaltach i1 kolorach wskazuja na
sekwencj¢ ruchow poprzedzajaca dany zbidr informacyjny. Prawdopodobienistwa w ramce su-
muja si¢ do prawdopodobiefistwa ruchu poprzedzajacego.

sekwencyjna jest uzywana w metodach opartych o programowanie liniowe spotykanych w lite-

raturze i opisywanych w Rozdziale [3| niniejszej rozprawy.

2.5 Stan Réwnowagi Stackelberga

Koncepcja stanu rownowagi w teorii gier polega na zdefiniowaniu profilu strategii, ktéry przy
pewnych zatozeniach bgdzie optimum lokalnym funkcji wyptat kazdego z graczy. Najbardzie;j
znanym stanem rownowagi rozwazanym w teorii gier jest ROwnowaga Nasha [65]]. Defini-
cje stanéw rownowagi pozwalaja okresli¢ co jest racjonalnym, spodziewanym zachowaniem
graczy, przy odpowiednich zatozeniach dotyczacych konstrukcji gry i dostgpu do informacji.
W tym podrozdziale w pierwszej kolejnosci zbudujemy og6lng intuicj¢ na temat standw réw-
nowagi na przyktadzie prostszej koncepcji — Rownowagi Nasha, nastgpnie wprowadzimy pod-
stawowa definicjg Réwnowagi Stackelberga. W dalszej czg¢sci oméwimy uszczegétowienia de-
finicji stanu réwnowagi 1 przeanalizujemy uproszczenia definicji po ograniczeniu si¢ tylko do

gier skonczonych.

Definicja 2.24. Réwnowaga Nasha /|65 Rozdziat 60.]. Dana jest pewna gra. Niech u; : 11 — R
bedzie funkcjq wyplaty i-tego gracza. Profil strategii (prostych) n* € 1l bedziemy nazywac

stanem Rownowagi Nasha w strategiach podstawowych, jesli

Yie N Vﬂ'lEHl ul(ﬂ'*) >U1(7T* 7Ti>,

—1

gdzie *; oznacza krotke strategii wszystkich oprocz i-tego gracza z profilu strategii *. Innymi

stowy dany profil strategii jest stanem rownowagi, jesli Zaden z graczy nie moze powigkszy¢
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swojej wypltaty, jesli tylko on zmieni swojq strategie. W analogiczny sposob definiujemy stan

Rownowagi Nasha w strategiach mieszanych.

Przyktad Ré6wnowagi Nasha. Rozwazmy gre o sumie zerowej, zadang nastgpujaca macierza

wyplat:

M= A
B

co ot @

b ¢
4 3.
1 3

W tej grze stanem Réwnowagi Nasha w strategiach prostych jest profil (A, ¢). Wyptata gracza
kolumnowego wynosi —3, a wierszowego 3. Zaden z graczy nie moze poprawié¢ swojego wy-
niku poprzez zmiang swojej decyzji. Zmiana decyzji gracza wierszowego co prawda nie przy-
nosi mu straty, ale nie przynosi mu réwniez korzysci, przez co punkt ten w mysl definicji [2.24]
jest stanem rownowagi.

W grze moze wystgpowaé wigcej niz jeden stan Réwnowagi Nasha, co wigcej kazdy z tych
standw moze dawac graczom inne wyplaty w grach. Rozwazmy gre¢ o sumie niezerowej, zadang

odpowiednio macierza wyplat gracza wierszowego M, i gracza kolumnowego M,

b ¢ b ¢
B 1 2 1 0

~N Ot Q
~ O 2

A
B
W tej grze istnieja dwa profile strategii podstawowych begdacych stanami Réwnowagi Nasha:
' = (B,a)in" = (A,c). W obu przypadkach pojedynczy gracz zmieniajac tylko swoja decyzje
obnizy swoj wynik. Jednocze$nie wyptaty graczy i suma wyptat znaczaco réznia si¢ pomigdzy
kazdym z rozwiazan. W stanie 7’ gracze otrzymuja odpowiednio 7 i 4, suma 11. W stanie 7" te
wyniki wynosza 3 i 3, suma 6. Pokazuje to, ze Réwnowaga Nasha, ze wzgledu na niekoopera-
cyjna natur¢ niekoniecznie gwarantuje optymalne rozwigzania w sensie Pareto. W niektérych
przypadkach, na przyktad w powszechnie znanym dylemacie wigZnia, nawet jednoznacznie
okreslony stan Réwnowagi Nasha moze by¢ bardzo niekorzystny dla obu graczy.

W strategiach prostych jest rowniez mozliwe, ze nie bedzie istnial zaden profil strategii,
ktéry bytby stanem Réwnowagi Nasha. Przyktadem moze by¢ gra, gdzie kazdy z graczy od-
wraca monetg, i jeSli monety sa utozone tymi samymi stronami do géry, wygrywa pierwszy z

nich, a w przeciwnym wypadku drugi. Dana jest macierz tej gry o sumie zerowej:

o T
M=0 1 -1.
R -1 1

W tej grze, w przypadku profili strategii (O, 0) i (R,r), graczowi kolumnowemu optaca si¢
zmieni¢ decyzj¢ na przeciwna. W przypadku dwdéch pozostatych profili decyzje chce zmienié

gracz wierszowy. W przypadku, gdy zaczniemy rozwazaé strategie mieszane, nie jest to dtu-
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zej prawda. Kazda gra skoficzona ma stan RGwnowagi Nasha w strategiach mieszanych [|65].
W przypadku przytoczonej gry bedzie to profil, gdzie kazdy z graczy decyduje si¢ na kazdy
ze swoich ruchéw z prawdopodobieristwem 50%. Jesli jeden z graczy zdecyduje si¢ na wta-
Snie taka strategig, to fatwo mozna pokazaé, ze niezaleznie od wyboru drugiego gracza, wartos¢
oczekiwana wyplaty wyniesie 0 dla kazdego z graczy. W zwiazku z tym przy proponowanym
profilu strategii zmiana strategii jednego z graczy nie przynosi mu wzrostu wyplaty, co spetnia
wymagania Réwnowagi Nasha.

Istotna cecha Rownowagi Nasha jest symetria: zaden z graczy nie ma wyrdznionej pozy-
cji 1 zmiana strategii jest rozpatrywana tak samo. Symetria jest cecha, ktora nie odpowiada
wielu rzeczywistym problemom postawionym w poprzednim rozdziale, ponadto prowadzi ona
do wielu r6znych stanéw rownowagi bez mechanizmu pozwalajacego wybra¢ graczom najlep-
szy z nich.

Przedmiotem tej rozprawy jest rOwnowaga Stackelberga, w ktdrej istotna jest asymetria gra-
czy. Nazwa Réwnowaga Stackelberga (Stackelberg Equilirbium, SE) upowszechnita si¢ w lite-
raturze dopiero w XXI wieku. We wczesniejszych pracach duzo czgsciej stosowany byl termin
Leadership Equilirbium, ktory opisywat podobne uktady, (autorowi rozprawy nie jest znany za-
den polski odpowiednik tej nazwy), chociaz nazwa Stackelberg tez si¢ pojawiala, na przyktad

w pracy [54].

Definicja 2.25. Réwnowaga Stackelberga [54} |81|]. Dana jest pewna gra dwuosobowa. Niech
zbior graczy N = {l,f}, gracza | bedziemy nazywaé liderem, a gracza f nasladowcq (ang.
follower). Jesli istnieje jednoznacznie okreslona funkcja najlepszej odpowiedzi (ang. best re-

sponse) nasladowcy BR : 11} — 11y, taka ze
vV Vﬂ'f Uf(ﬂ'l,BR(T('l)) >uf(7rl,7rf), 2.4)

to profil strategii ™™ = (7}, W;) e II bedziemy nazywac stanem Rownowagi Stackelberga, jesli

oba nastepujqce warunki sq spetnione:

7t = BR(7]) (2.5)
V’/TIEHI ul(7rl*77r}k) ZUI(WZ,BR(WZ)) (26)

Analogicznie mozna zdefiniowac stan rownowagi dla strategii mieszanych.

Powyzsza definicja oznacza, ze stanem rOwnowagi jest para strategii, gdzie strategia na-
Sladowcy jest najlepsza odpowiedzia (maksymalizujaca wyplatg) nasladowcy, a lider nie moze
zaproponowac innej strategii, ktora databy mu lepszy wynik, przy zalozeniu optymalnej odpo-
wiedzi nasladowcy, tym razem przeciwko nowej strategii lidera. Bardzo wazny w tej definicji
jest fakt, ze jest ona okreSlona tylko dla gier, gdzie jest jednoznacznie okreslona funkcja BR.
Jednoznaczno$¢ ta oznacza, ze nie moze byC sytuacji, gdzie nasladowca moze zagra¢ kilka

réznych strategii, ktére dadza mu maksymalna mozliwag wyptate przeciwko zadanej strategii li-
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dera. Rozwazmy grg, gdzie lider jest graczem wierszowym, a nas§ladowca kolumnowym, zadang

przez nastgpujaca macierz wyptat lidera:

a
M= A 13
B 3
oraz macierz wyptat nasladowcy
b
My= A 3 1
B 4 1

W przypadku tej gry funkcja B R nie jest jednoznacznie okreslona, istnieja dwie strategie,

ktore spetniaja warunek (2.4):

BR'(A) =a
2.7)
BR'(B) = a
oraz
BR'"(A) = ¢
(2.8)
BR"(B) = a

W zaleznosci od wybranego B R stan Réwnowagi Stackelberga bytby para (B, a), gdy na-
§ladowca podejmuje decyzje jak w definicji BR' lub (A, ¢), jesli nas§ladowca podejmuje decyzje
jak w definicji BR”.

W zwiazku z powyzszym ograniczeniem podstawowej definicji réwnowagi do bardzo wa-
skiej klasy gier, autorzy stosowali ré6zne ujednoznacznienia stanu réwnowagi w przypadkach
remisOw, czyli sytuacji gdzie naSladowca ma do wyboru kilka strategii bedacych kandydatami
na optymalng odpowiedZ. W nastgpujacych akapitach oméwimy podejscia do uogélnienia de-
finicji stanu réwnowagi na gry, gdzie nasladowca ma do czynienia z remisami. Po zaprezen-
towaniu podejsS¢ stosowanych w literaturze zostanie wprowadzona definicja Silnej Réwnowagi

Stackelberga, ktdra jest wykorzystywana w rozprawie.

Juz we wspomnianej wcze$niej pracy Maschlera z 1966 roku [61] autor w opisie Proce-
dury A definiujacej sposob wyliczania odpowiedzi na strategi¢ Inspektora, ktory jest liderem
w rozwazanym tam modelu, podkres$la kapitalikami, ze nas§ladowca sposréd wszystkich stra-
tegii optymalizujacych jego wyptate, wybierze te strategi¢, ktéra maksymalizuje wynik lidera.
Nastepnie w Twierdzeniu 3.1 autor dowodzi, ze w takiej sytuacji wyplaty graczy w stanie rOw-
nowagi beda okreslone jednoznacznie. Nie oznacza to, ze istnieje doktadnie jeden profil strategii
spetniajacy taka definicje stanu rownowagi. Wspomniane Twierdzenie 3.1 méwi, ze zawsze ist-
nieje przynajmniej jeden taki profil. W koncowej czeSci swojej pracy Maschler rozwaza takze

sytuacje, gdy zaktadamy, ze nasladowca wybiera dowolng ze strategi optymalizujacych jego
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wynik, w nieznany liderowi sposob, wskazuje ze w grze tam rozwazanej, (ktéra nie jest przy-
padkiem ogdlnym), w takim przypadku dla dowolnego € > 0 mozna zaproponowac strategie,
w ktorej wyptata lidera bedzie w przedziale [u; — ¢, u;] niezaleznie od sposobu rozstrzygania

remisOw przez nasladowce.

Do rozwazania probleméw rozstrzygania remisow przez nasladowce wrécit w 1978 roku
Leitmann, w pracy [54]. Leitmann wprowadza definicj¢ uogélnione;j strategii Stackelberga (De-
finicja 2.1 we wspomnianej pracy) — strategii lidera, ktéra optymalizuje wyplate lidera przy
zatozeniu, ze naSladowca wybierze mozliwie niekorzystng dla niego opcj¢ sposroéd optymal-
nych odpowiedzi nasladowcy. (Uzycie stowa optymalizacja, zamiast maksymalizacja, jak w
wigkszej czesci rozprawy podyktowane jest faktem, ze Leitmann dazyt w swojej grze do mini-
malizacji kosztu, ktéry byt wynikiem gry). Istotny jest tez fakt, ze Leitmann oddzielnie wpro-
wadza pojecie uogdlnionej strategii Stackelberga, a dopiero w dalszej Definicji 2.2 definiuje
par¢ Strategii bedaca stanem réwnowagi. Taki sposéb definicji wynika z faktu, ze nas§ladowca
moze w dalszym ciaggu mie¢ niejednoznaczng optymalng odpowiedzZ, ale to ktéra z nich wy-
bierze nie bgdzie miato wptywu na wynik gry. Ta obserwacja jest istotna dla tworzenia metod
obliczeniowych poszukujacych stanu Réwnowagi Stackelberga i bedzie dyskutowana w dalsze;j

czgSci rozprawy.

Definicje uzywane wspoétczesnie zostalty prawdopodobnie sformalizowane po raz pierwszy
przez trojke autorow: Breton, Alj, Haurie w roku 1988 [20]. Ponizej przedstawiamy defini-
cje zaproponowane przez autoréw cytowanej wyzej pracy. Catos¢ jest przedstawiona tak jak
w oryginale, ze zmienionymi oznaczeniami, dostosowanymi do tych uzywanych w rozprawie.
W szczegdlnosci autorzy rozwazali réwniez gry nieskoficzone, co oznacza, ze w pewnych defi-

nicjach stosowali supremum zbioréw, podczas gdy w grach skoniczonych istnieje maksimum.

W dalszej czgsci tego podrozdzialu zostang opisane zmiany i uproszczenia, ktére mozna za-
stosowac. Zdefiniujmy funkcje f, ktéra dowolnej strategii §; € A; przyporzadkowuje supremum

wartosci wyplat, ktére moze uzyskac nasladowca:

(&) = sup uy(d;,05) (2.9)
FIA

zuzyciem tej funkcji mozemy zdefiniowaé e-optymalng odpowiedz nasladowcy. Dla dowolnego
¢ > 0 ponizsza funkcja zdefiniuje zbidr wszystkich strategii nasladowcy, ktérych wynik nie jest

gorszy od supremum pomniejszonego o &:

BR((SZ,E) = {5f S Af|Uf<5l,(Sf) = f(él) — 8} (210)

Definicja 2.26. Silna (Staba) e-Réwnowaga Stackelberga (Definicja 2.1 w [20]). Dla danego
e = 0 stanem Silnej (Stabej) e-Réwnowagi Stackelberga bedziemy nazywad pare (0}, 5}“), takaq
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ze:

(i) ) € BR(6},¢) oraz (2.11)

(ii) w (6], 0%) = sup sup  w(d,05) — ¢ (silna Rownowaga) (2.12)
G€AL  §:eBR(§,,¢)

albo u (07, 6%) = sup dinf (0, 6f) — € (staba Réwnowaga) (2.13)
H1EA; 6f€BR(5l,€)
Powyzsza definicja méwi, ze w wariancie silnym nasladowca bedzie rozstrzygat remisy
na korzys¢ lidera, a w wariancie stabym na jego niekorzyS¢. Dla wartosSci ¢ = 0 definicja
silnej rownowagi sprowadza si¢ do definicji uzywanej przez Maschlera [61], a definicja stabej

rownowagi do definicji uogélnionej réwnowagi wprowadzonej przez Leitmanna [54].

Definicja 2.27. Powyzszy stan rownowagi dla € = 0 bedziemy nazywac po prostu Silng (odpo-
wiednio Stabq) Rownowagq Stackelberga.

Obserwacja 2.2. W grach, gdzie istnieje Stan Rownowagi Stackelberga wedtug definicji
definicje i (zarowno Silna jak i Staba wersja) sq rownowazne.

Przypadek Silnej (Stabej) Ré6wnowagi Stackelberga w grach skonczonych. W niniejszej
rozprawie ograniczamy si¢ wylacznie do gier skoriczonych, to jest takich, gdzie zbiory akcji,
wigc 1 strategi podstawowych, graczy sa skoniczone. W takiej sytuacji podane definicje mozna
uproscié, biorac pod uwage, ze w kazdym zbiorze skoficzonym istnieje maksimum (odpowied-

nio minimum), w zwiazku z czym Definicj¢ [2.26) mozna zatem zapisac jak ponizej.

Obserwacja 2.3. W przypadku rozwaZania tylko strategii prostych w grach skornczonych Row-
nanie mozna zapisac jako:

f(6) = max ug(0y,05),

a definicja Jest réownowazna nastepujqcej:

(i) 07 € BR(d],¢) oraz

(ii) u (6], 0%7) = max max (6, df) — ¢ (silna réwnowaga)
€A §;eBR(d),¢)

albo w (07, 67) = max min (0, 0f) — € (staba réwnowaga)
1EA; dreBR(d;,¢)
Obserwacja 2.4. Na podstawie powyZszej obserwacji mozna tatwo pokazad, ze Stan Rozwaza-
jac profile strategii bedace stanem Silnej Rownowagi Stackelberga mozna zaobserwowac jesz-
cze jednq wtasnosc tej rownowagi w strategiach mieszanych, ktéra umozliwita konstrukcje efek-
tywnych algorytmow znajdujacych stan rownowagi. Jak wskazano wezesniej w (8, 0 5) jest kom-

binacjq wypuktq punktow bedqcych wynikami gry dla profili strategii prostych. Ta obserwacja
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pozwala na ograniczenie zbioru potencjalnych strategii nasladowcy tylko do strategii prostych.
Na podstawie powyzszej obserwacji mozna tatwo pokazad, zZe Stan Silnej (Stabej) 0-Réwnowaga

Stackelberga w strategiach podstawowych zawsze istnieje w grach skoriczonych [20].
Podobnie, zostato pokazane, ze taka sama wtasno$¢ zachodzi w strategiach mieszanych:

Twierdzenie 2.2. W kazdej grze skoriczonej istnieje stan Silnej Rownowagi Stackelberga w
strategiach mieszanych [ 11, Twierdzenie 3.3].

Przedmiotem tej rozprawy bedzie heurystyczna aproksymacja strategii lidera w stanie Silnej
Réwnowagi Stackelberga w strategiach mieszanych, ktéra w tak zaproponowanej klasie gier

zawsze istnieje. W zwiazku z tym mozemy uprosci¢ podane wczesniej definicje:

Obserwacja 2.5. W grach skoriczonych funkcje [ zadang jak w réwnaniu mozemy row-
nowaznie zapisac jako:

f((Sl) = 6maAX Uf(5l, (5f>, (214)
FERY

Na podstawie przedstawionego rozumowania, mozna stwierdzié, Ze dla dowolnego gracza i oraz
ustalonego &, wartos¢ ;(0y) = u;(6;,9y) jest kombinacjq wypuktq punktow {w;(0;, 7y)|7s €

I1+}, a co za tym idzie przeciwobraz u;(A¢) ma maksimum i minimum.

Definicja 2.28. Silna Réwnowaga Stackelberga w grach skoriczonych. W grze skoriczonej stan
Silnej Réwnowagi Stackelberga bedziemy definiowac jako pare strategii (0;,0¢), spetniajqcej
nastepujqce warunki:

5t € BR(5}) (2.15)

w(6;,07) = max __ (0, dy) (2.16)
((5175f)‘5l€Al,5fEBR((5l,0)

gdzie f(0;) = maxgea, us(dr,0f) oraz BR(6;) = {05 € Aglug(dy,d5) = f(6)

Obserwacja 2.6. We wszystkich stanach Silnej Rownowagi Stackelberga w grach skoriczonych
wartoS¢ wyptaty lidera jest taka sama [61, Twirdzenie 4.4].

Twierdzenie 2.3. W grach skoriczonych zawsze istnieje stan Silnej Rownowagi Stackelberga
w strategiach mieszanych, w ktorym strategia nasladowcy jest strategiq prostq (strategiq mie-
szanq, w ktorej doktadnie jedna strategia ma prawdopodobieristwo jeden). (por. Twierdzenie 9
w [84])

Powyzsze twierdzenie jest kluczowe do konstrukcji wszystkich znanych metod algorytmicz-
nego poszukiwania Rownowagi Stackelberga. Doktadne metody bazuja na sitowym przeszuka-
niu przestrzeni ruchéw nasladowcy, co nie bytoby mozliwe, jesli przestrzen ta bytaby nieskon-
czona. Ten fakt jest jeszcze raz podkreslony jest podkreslone w Rozdziale 3]

W literaturze mozna spotkac réwniez uogdlnione warianty Rownowagi Stackelberga, szcze-

g6lnie popularne sa:
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* gra, w ktérej gra jednocze$nie n >= 1 nasladowcéw, naSladowcy znajac decyzje li-
dera wybieraja w grze rozgrywanej migdzy soba optymalng odpowiedZ w formie stanu
Réwnowagi Nasha, w grze z ustalong strategia lidera. Takie podejscie jest rozwazane,
na przyktad w pracach [54} 3| |10], w czgSci prac ten stan rownowagi jest okreslony sta-

nem Rownowagi Stackelberga-Nasha (Stackelberg-Nash Equilibrium),

* gra w ktérej mozliwych jest wielu nasladowcoéw, ale gra tylko jeden z nich. Wybér na-
Sladowcy nastgpuje przed rozpoczgciem gry ze z gory ustalonego rozktadu. Lider zna
tylko rozktad, z ktérego wybierani sa nasladowcy, jednak nie wie ktéry z nich zostat
wybrany. Takie gry nosza nazwe Bayesowskich Gier Stackelberga (Bayesian Stackel-
berg Games) i sa szczegdlnie popularne w obszarze Security Games, gdzie poszukiwane
sa optymalnych zachowania w sytuacji, gdy spodziewamy si¢ jednego z kilku rodzajow
ataku, na przyktad proby przemytu narkotykéw lub broni, znane sa z doSwiadczenia cze-
stotliwos¢ poszczegdlnych typdéw przemytu, ale nie wiadomo, ktéry przemytnik pojawi
si¢ w danym momencie na granicy [73, 49, 69, [2]. Ogdlne definicje gier Bayesowskich,
niezwiazane bezpoSrednio z Réwnowaga Stackelberga, mozna znaleZ¢ w pracy Harsdny-
iego[35]).

W zwiazku z tym, ze metody obliczeniowe proponowane z tej rozprawie sa dedykowane wa-
riantowi SSE z jednym naSladowca, nie podajemy Scistych definicji tych gier i R6wnowagi

Stackelberga w tych wariantach.

2.5.1 Relacja do dwupoziomowych probleméw optymalizacyjnych

Problem wyliczania Rownowagi Stackelberga jest szczegdlnym przypadkiem dwupoziomo-
wego problemu optymalizacyjnego (ang. bi-level optimization problem) [27]]. Wielopoziomowe,
w szczegllnosci dwupoziomowe, problemy optymalizacyjne sg czgsto rozwazane w literaturze
z obszaru badan operacyjnych [80]. Wielopoziomowym problemem optymalizacyjnym nazy-
wamy problem optymalizacyjny, w ktérym warto$¢ optymalizowanej funkcji zalezy od zmien-
nej decyzyjnej i od wartosci bedacej rozwiagzaniem problemu optymalizacyjnego, ktérego pa-
rametrem jest zmienna decyzyjna problemu zewngtrznego. Najprostszymi przypadkami sg pro-

blemy dwupoziomowe, w ogdlnej postaci:

min f(z, min(g(z.y)))-

Mozna wyrézni¢ cztery rodzaje takich probleméw, ze wzgledu na kierunek optymalizacji: min-
max, max-min, max-max, min-min, przy czym nie sa to klasy istotnie r6zne. Problem z jedne;j
klasy mozna zawsze przeksztalci¢ na problem z dowolnej innej klasy poprzez dopisanie minusa

przed odpowiednia optymalizowang funkcja.
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W Definicji [2.28] definiujemy Réwnowage Stackelberga jako:

ul(5l*,5;) = max ul(51,5f),
(5[,§f)|(5l€Al,5f€BR(§l,0)
gdzie f(&;) = maxs,ea, us(d;,df) oraz BR(6) = {05 € Afug(d;,d5) = f(8;). Optymalna

warto$¢ wyplaty lidera mozemy na tej podstawie wyznaczy¢ w sposOb nastepujacy:

uf = max u; <5l, argérfnaxuf(él, 5f)> :
to znaczy w postaci dwupoziomowego problemu optymalizacyjnego wiasnie. Pokazuje to, ze
mozemy patrze¢ na wyznaczanie Réwnowagi jako na taki problem optymalizacyjny.

Prace z obszaru badan operacyjnych nie zawsze stosuja terminologi¢ znana z teorii gier,
jednak autorzy czgsto zauwazaja, ze postawiony przez nich problem dwupoziomowy mozna
interpretowac jako poszukiwanie pewnej Rownowagi Stackelberga [14, 22, 80]. Prace w tym
obszarze stosuja techniki MILP to rozwigzywania postawionych probleméw. Istotnym wktadem
prac z obszaru rozwigzywania probleméw dwupoziomowych jest wskazanie szczegdlnych klas
probleméw, ktére moga zosta¢ sprowadzone do probleméw jednopoziomowych [80]]. Szczego-
towy opis tych technik jest jednak poza zakresem tej rozprawy i nie bedzie tu oméwiony. Autor
chce jednak zaznaczyC, ze przyktadem takiego przeksztatcenia jest rozwiazywanie problemu

SMOS o sumie zerowej za pomoca programu liniowego, opisane w Rozdziale [3.5]

2.6 Cechy czyniace poszukiwanie Rownowagi Stackelberga

trudnym

Problem poszukiwania (Silnej) Réwnowagi Stackelberga mozemy potraktowaé jako problem
optymalizacyjny. W tak postawionym problemie zbiorem rozwiazan dopuszczalnych bedzie
zbiér wszystkich strategii lidera, natomiast wartoscia takiego rozwiazania bedzie wyplata li-
dera, gdy ta strategia zostanie zagrana przeciwko optymalnej odpowiedzi nasladowcy. Opty-
malne rozwigzanie tak postawionego programu bedzie strategia lidera w profilu strategii beda-
cym stanem Réwnowagi Stackelberga.

Prace dotyczace efektywnego obliczania réwnowagi w duzych grach wielokrokowych z nie-
pelna informacja zaczety sig pojawiaé¢ dopiero w ostatnich pigtnastu latach. Wynika to przede
wszystkim z faktu, ze do czasu zaproponowania postaci sekwencyjnej, gtéwna alternatywa byta
transformacja Harsanyiego, ktora sama w sobie powodowata wyktadniczy wzrost ztozonosci
problemu. Mimo stosunkowo krétkiego okresu, w ktérym problem byt badany, znane sa ob-
szerne wyniki dotyczace ztozonosci problemu poszukiwania Réwnowagi Stackelberga w tych
grach.

ZYozonos$¢ problemu poszukiwania stanu Rownowagi Stackelberga zostata zbadana przez J.
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Letchforda, ktéry przedstawil wyniki swoich badan w rozprawie doktorskiej w 2013 roku [S5].
Wspomniana rozprawa przedstawia analize poszukiwania ROwnowagi Stackelberga w réznych
klasach gier i prezentuje wielomianowe algorytmy lub dowody NP-trudnos$ci danego przy-
padku. Ogdlnym wnioskiem z pracy Letchforda jest fakt ze poza bardzo prostymi klasami gier
poszukiwanie Rownowagi Stackelberga jest problemem NP-trudnym. W szczegdlnoSci autor
w Twierdzeniu 12 dowodzi poprzez redukcje wielomianowa problemu 3-SAT do poszukiwania
Réwnowagi Stackelberga w wielokrokowej grze dla dwoch graczy o sumie niezerowej z nie-
pelng informacja, ze problem poszukiwania RGwnowagi Stackelberga w tej klasie gier jest pro-

blemem NP-trudnym.

Twierdzenie 2.4. Poszukiwanie Silnej Rownowagi Stackelberga jest problemem NP-trudnym [55)
Twierdzenie 12.].

Ponadto nie sa znane zadne algorytmy aproksymacyjne (z gwarancja uzyskania zadanego
przyblizenia w czasie wielomianowym dla ustalonego przyblizenia) w ogdlnej klasie gier wie-
lokrokowych z niepetng informacja. Dla tej klasy, w chwili pisania tej rozprawy, nie sa rowniez
znane wyniki méwiace ze takich algorytméw nie ma. Ponizej prezentujemy opublikowane wy-

niki dotyczace algorytméw aproksymujacych Réwnowage Stackelberga.

Definicja 2.29. Algorytmem f(n)-aproksymacyjnym [6, rozdziat 8.] bedziemy nazywaé algo-
rytm wielomianowy rozwiqzujqcy pewien problem optymalizacyjny O, taki Ze dla dowolnego
zadania o € O rozwiqzanie S znajdowane przez ten algorytm jest dopuszczalnym rozwiqzaniem
o oraz s jest co najwyzej O(f(n)) razy gorsze on rozwiqzania optymalnego s*, gdzie n jest

rozmiarem zadania o.

Definicja 2.30. Klasq probleméw f(n)-APX [6, Definicja 8.2] bedziemy nazywac zbior takich
probleméw dla ktérych istnieje algorytm f(n)-aproksymacyjny, w szczegdlnosci bedziemy wy-

rozniac klase Poly-APX, w ktdrej f(n) jest dowolnym wielomianem.

W $rodowisku zajmujacym si¢ grami Stackelberga i Security Games przewaza opinia, ze
poszukiwanie Rownowagi Stackelberga w grach wielokrokowych z niepetna informacja nie
jest w klasie Poly-APX, niektérzy przypuszczaja rowniez ze nie istnieja algorytmy f(n)-apro-
ksymacyjne dla zadnych f(n). Wedlug wiedzy autora, w chwili obecnej nie sa znane zadne
wyniki dotyczace przynaleznoSci do klasy Poly-APX poszukiwania Rownowagi Stackelberga
w wielokrokowych grach z niepelng informacja z jednym nasladowca.

W ostatnim czasie pojawity si¢ wyniki dla kilku klas gier z wieloma nasladowcami.

* W jednokokowych Grach Stackelberga z wieloma nasladowcami, gdzie liczba nasladow-
cOw nie jest znana z géry, o sumie niezerowej nie jest w klasie Poly-APX. Taka sama
wlasnos$¢ zostata wykazana tez dla Bayesowskich Gier Stackelberga (c.f. uogdélnienia
Réwnowagi Stackelberga na stronie [#7)) z wieloma nasladowcami. Oba wyniki sa przed-

stawione w pracy [66]]. Drugi wynik jest o tyle istotny, ze jego konsekwencja jest fakt,
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ze gry wielokrokowe z niepetna informacja i losowym czynnikiem zewnetrznym (ang.

chance moves lub nature moves) nie naleza do klasy Poly-APX.

* Podobne wyniki uzyskany dla Gier Zatorowych Stackelberga (Stackelberg Congestion
Games), w ktérych mamy wielu nasladowcéw chcacych korzysta¢ z puli wspélnych za-
sobow. Im wigcej graczy decyduje si¢ skorzysta¢ z danego zasobu, tym nizsze beda wy-
niki graczy z niego korzystajacych. W przypadku, gdy nasladowcy moga zaja¢ doktadnie
jeden zas6b w grze, wykazano, ze dla ogélnego przypadku, gdy nie ma dodatkowych
ograniczen na funkcje wyplat problem nie nalezy do klasy Poly-APX [59]. W roku 2019
wyniki te zostaty rozszerzone o dowdd, ze jeSli ograniczymy si¢ do monotonicznych
funkcji wyptat, a dopuscimy wyboér przez nasladowcéw wigcej niz jednego zasobu to

problem réwniez nie nalezy do Poly-APX [58]].

Fakt, ze nie spodziewamy si¢ istnienia efektywnych algorytméw aproksymacyjnych z gwa-
rancja jakoSci rozwigzania, powoduje, Ze interesujacym staje si¢ rozwdj metod migkkich opar-
tych o metaheurystyki stosowane w sztucznej inteligencji takie jak przeszukiwanie Monte Carlo,
algorytmy rojowe, czy ewolucyjne. Metody takie sa w stanie dostarczy¢ aproksymacje rozwia-
zan bez gwarancji jakosSci, ale w zamian oferuja duzo krétsze czasy obliczen niz algorytmy
doktadne. Jest to gtéwna motywacja stojaca za powstaniem metod bgdacych gtéwnym przed-

miotem tej rozprawy.

2.7 Odejscie od pelnej racjonalnosci przeciwnika

Wszystkie rozwazane dotychczas warianty Rownowagi Stackelberga zakladaly nasladowce,
ktory jest w pelni racjonalny 1 doskonale zna strategi¢ lidera. To zatozenie moze nie by¢ po-
prawne, szczegdlnie jesli mamy do czynienia z nasladowcami, ktérzy nie dziataja w zorganizo-
wanych strukturach. W przypadkach dziatan przeciwko terrorystom i zorganizowanym grupom
przestepczym zalozenie, ze przeciwnicy skrupulatnie planuja swoje dziatania jest prawdziwe
i nalezy si¢ spodziewac, ze ich zagrania beda optymalne [[79]. Nie wszystkie zastosowania obej-
muja jednak wtasnie takie sytuacje. Jednym z przyktadéw sa Zielone Gry Obronne (ang. Green
Security Games, GSG) [32], ktére maja za zadanie pomd6c w réznych dziataniach majacych na
celu ochrong przyrody. W takich przypadkach przeciwnikami czgsto sa jednostki, takie jak ktu-
sownicy, ktére nie prowadza petnego wywiadu, wigc moga nie zna¢ w pelni strategii lidera. Ich
decyzje moga by¢ nie w petni racjonalne. Przyktadem takiej nieracjonalnosci jest sytuacja, gdy
ktusownicy dziataja w najczesciej patrolowanych rejonach, gdzie wystepuja chronione gatunki,
ze wzgledu na szans¢ duzego zysku ze sprzedazy takiego zwierzgcia. Mimo, ze prawdopodo-
biefistwo ztapania jest tak duze, ze wartoS¢ oczekiwana takiej akcji jest wartoscia ujemna, kiu-
sownik zdecyduje si¢ na taka probe, przyciagnigty wysokim zyskiem w przypadku powodzenia

akcji, podobnie jak dzieje si¢ to w przypadku udziatu w loteriach i grach liczbowych.
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Mozliwos¢ uwzglednienia w metodach poszukiwania Réwnowagi Stackelberga ne w petni
racjonalnych nasladowcow jest dodatkowym atutem metod obliczeniowych. Gtéwnym przed-
miotem tej rozprawy sa metody poszukiwania Réwnowagi Stackelberga z racjonalnym nasla-
dowca, jednak w Rozdziale [5.1] opisujacym potencjalne dalsze kierunki badan wskazujemy, ze
wprowadzenie ograniczonej racjonalnosci do proponowanych metod jest mozliwe 1 warte zba-

dania w przysztosci.
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Rozdziatl 3

Istniejace podejsScia do stanu Rownowagi

Stackelberga

Ten rozdzial prezentuje metody stosowane do rozwiazywania Gier Stackelberga wystepujace
w literaturze. Wszystkie przytoczone metody, oprocz jednej, bazuja na programowaniu linio-
wym. Ten fakt powoduje, ze w wielu przypadkach skalowalno$¢ pamigciowa metody jest nie-
wystarczajaca do stosowania jej w grach wielokrokowych. Wraz z prezentacja kolejnych po-
dejs$¢ sa prezentowane ich ograniczenia i trudno$ci przy dostosowaniu do ogdélniejszej postaci.
Przy opisach technik, ktore staty si¢ inspiracja do budowy metod wprowadzonych w Roz-
dziale [d] pojawiaja si¢ odpowiednie uwagi podkreslajace ten fakt.

W celu zastosowania technik optymalizacyjnych, takich jak przytoczone juz programowanie
liniowe, nalezy sformutowac poszukiwanie Réwnowagi Stackelberga jako problem optymali-
zacyjny. Natura Réwnowagi Stackelberga, gdzie nasladowca podejmuje decyzj¢ znajac juz stra-
tegi¢ lidera, powoduje ze powstaty problem optymalizacyjny jest dwupoziomowy. Co wigcej,
w 0g6lnym sformutowaniu lider maksymalizuje funkcj¢ swojej wyptaty, a nasladowca swojej.

Poszukiwanie rownowagi Stackelberga mozemy wyrazi¢ jako poszukiwanie profilu strate-
gii mieszanych (9;, 6) bedacych optymalnym rozwiazaniem nastgpujacego dwupoziomowego

problemu optymalizacyjnego:
max u;(0;, arg max u (8, 0y)). 3.1
5ZEAL 6f€Af

Na mocy Twierdzenia[2.3] mozemy w wewngtrznym problemie optymalizacyjnym uwzgled-

ni¢ tylko strategie proste nasladowcy:

max u;(9;, arg max us (0, 7y)). (3.2)
51€Al WfEHf

Uwaga. Dla uproszczenia zapisu to sformutowanie nie zawiera rozstrzygania remisow z de-
finicji Silnej Réwnowagi Stackelberga (Definicja[2.28). Bedziemy jednak zaktadac, ze w przy-

padku remiséw w wewngtrznym problemie optymalizacyjnym nasladowca optymalizuje wy-
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ptate lidera.

3.1 Metoda rozwiazujaca wiele programow liniowych

W roku 2006 pojawita si¢ pierwsza praca, ktéra skupiata si¢ wlasnie na poszukiwaniu Réw-
nowagi Stackelberga metodami algorytmicznymi [24]. Przytoczona praca zawiera zaréwno al-
gorytmy dedykowane jednokrokowym grom z jednym nasladowca, jak i grom z wieloma na-
Sladowcami i grom bayesowskim. W tym miejscu przytoczymy tylko rozwigzanie dedykowane

grom w postaci normalnej z jednym nasladowca.

Definicja 3.1. Obszar najlepszej odpowiedzi (ang. best response region) [|88)]. Dla kazdej stra-
tegii prostej nasladowcy ¢ € 11y moZemy zdefiniowac zbior strategii lidera X™ < A taki, Ze
dla dowolnej strategii lidera z tego zbioru, 7 zagrane przeciwko tej strategii lidera daje wyZszq
wyplate niz dowolna inna strategia nasladowcy, innymi stowyr ¢ jest optymalng odpowiedziq na

strategie lidera ze zbioru X™f. Formalnie ten warunek mozna wyrazic¢ jako:

X" = {5IEA1’V7T}EHfo((SZ,7T}) <Uf((5l,7l'/f)} (33)

Twierdzenie 3.1. Problem optymalizacyjny z réwnania mozna rownowaznie zapisac jako

max max w(op, (3.4)
mr€lly gyeX™f ( ’ f)7

przy zatozeniu e w wewnetrznym problemie optymalizacyjnym w (3.2) nasladowca rozstrzyga

remisy na korzysc lidera [88, Twierdzenie 3].

Powyzszy fakt jest baza techniki stosowanej w ogromnej wigkszo$ci metod rozwiazywania
Gier Stackelberga. W omawianej metodzie dla kazdej strategii nasladowcy 7 rozwigzywany
jest program liniowy, ktéry znajduje strategi¢ 0, € X"/, ktora daje najwyzsza wyplate lidera,
gdy jest grana przeciwko 7. Cze$¢ programow moze byC sprzeczna, ale przynajmniej jeden
musi mie¢ rozwiazanie, bo wiadomo, ze istnieje Rownowaga Stackelberga w tej grze (Twier-
dzenie [2.2). Takie podejscie w literaturze bywa okreslane jako wiele programéw liniowych

(ang. Multiple-LP). Metoda ta prezentowana jest w Algorytmie [3.1]

Program liniowy wykorzystywany przez ten algorytm dla wybranego 7 jest nastgpujace;j
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Algorytm 3.1: Poszukiwanie Réwnowagi Stackelberga poprzez rozwiazywanie wielu
programéw liniowych [24].

1 Uf < —0;

2 O < nil;

3 ﬁ; < nil;

4 for m; € II; do

5 SolveLP(7y)// Rozwigz program liniowy () - ()
6 if LPIsFeasible() then
7 (07,w) < GetLPSolution// Pobierz wartos$¢ funkcji celu i
strategie mieszana z rozwiazania programu
liniowego
8 if 0y > 0} then
9 Uy — ug;
10 Of < 03
1 7r}“ < Tf;
12 end
13 end
14 end
postaci:
max meznl P (7, ) (3.5)

z zachowaniem warunkow

Z Pryus(m, mp) = Z Py (0, ) v e IT; (3.6)
mell; mell
> b =1 (3.7)
7I'L€Hl
Pr =0 Vm e ll; (3.8)

W powyzszym programie liniowym zmienne p,, definiuja rozktad prawdopodobienstwa
nad strategiami lidera, czyli strategie mieszana lidera. Program maksymalizuje wyptate lidera.
Ograniczenia 1 wymuszaja, zeby zmienne p definiowaty rozktad prawdopodobieni-
stwa, ograniczenie (3.6) wymusza przynaleznos¢ strategii mieszanej definiowanej przez p do
zbioru X 7. Uwaga. Moga istnie¢ strategie nasladowcy, dla ktérych program (3.5)—(3.8)) jest
sprzeczny, to oznacza tyle, ze odpowiedni zbiér X dla tej strategii jest pusty.

Jest to najprostsze podejScie algorytmiczne do Rownowagi Stackelberga, jednak jego ska-
lowalnos¢ jest silnie ograniczona. Gléwna petla wykonuje si¢ |I1¢| razy, a program liniowy roz-
wiazywany w kazdej iteracji ma |II;| zmiennych i |II| 4+ 2 ograniczei. W przypadku gier wie-
lokrokowych, gdzie licznoSci zbioréw strategii sa wyktadnicze wzgledem liczby rund w grze,

praktycznie nie jest mozliwe stosowanie tego rozwigzania.

Wazna obserwacja jest tez fakt, ze w takim sformutowaniu problemu, zewngtrznym pozio-
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mem przeszukiwania sg strategie nasladowcy, a wewngtrznym — strategie lidera. Jest to uktad

odwrotny do sformutowania Rownowagi Stackelberga w Definicji [2.28

3.2 Metoda DOBSS - wykorzystanie metody podziatu i ogra-

niczen wbudowanej w solvery MILP

Kolejnym kamieniem milowym w rozwigzywaniu Gier Stackelberga jest metoda DOBSS (De-
composed Optimal Bayesian Stackelberg Solver) [[69, 68] opublikowana w 2008 roku. O ile
opis metody w przytoczonych pracach zanurzony jest w zagadnienie z obszaru bezpieczen-
stwa publicznego, o tyle sama metoda dziata dla dowolnej gry w postaci normalnej o sumie
niezerowej. W przeciwienstwie do poprzedniej omoéwionej metody, ktora rozwiazywata wiele
programéw liniowych, ta rozwiazuje tylko jeden mieszany program liniowy (ang. Mixed Inte-
ger Linear Program, MILP). W poréwnaniu z poprzednim podej$ciem program jest trudniejszy
zaréwno ze wzgledu na wielko$¢ — zawiera wigcej zmiennych i ograniczen, jak i dopuszczalne
wartoSci — czg$¢ zmiennych w programie jest binarna, co czyni go duzo bardziej kosztownym

do rozwigzania.

Inspiracja do budowy metody DOBSS byta che¢é eliminacji pelnego przegladu strategii na-
Sladowcy. Cel ten osiagnigto poprzez przeniesienie faktu uwzglednienia kazdej strategii nasla-
dowcy jako potencjalnie optymalnej w programie liniowym i dodanie rodziny zmiennych binar-
nych wybierajacych doktadnie jedna z nich jako wybrang strategi¢. Formalnie DOBBS stuzy do
rozwigzywania gier Bayesowskich, ktére nie s przedmiotem tej rozprawy. W zwiazku z tym
prezentowane tu programy sa uproszczone i nie zawieraja elementéw zwiazanych z grami Bay-

esowskimi.

W dalszej czesci podrozdziatu zaprezentujemy dwa programy matematyczne z pracy [69].
W pierwszej kolejnosci program z kwadratowa funkcja celu, ktéry nie jest parametryzowany
zadng strategia naSladowcy i pozwala w jednym przebiegu znalezé Réwnowage Stackelberga,

a nastgpnie transformacje tego programu, po ktérej funkcja celu staje si¢ liniowa.

Do programu z rozwiazania Multiple-LP, prezentowanego wyzej w réwnaniach (3.5)—(3.8)),
w pierwszej kolejnosci dodano rodzing zmiennych ¢, € {0,1} dla kazdej strategii nasladowcy
7y € IIy. W ten sposéb razem z rodzing zmiennych p,,, mozna zakodowac profil strategii

(01, m¢). Wtedy funkcja celu przyjmie postac:

max DD wm, m )y 3.9)

mEll; TI'fGHf

w kazdym sktadniku sumy wystepuje iloczyn dwdch zmiennych i statej. Oprécz zmiany funk-

cji celu, konieczne jest takze dodanie ograniczenia pozwalajacego na wybor doktadnie jedne;j
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strategii nasladowcy

D e, =1 (3.10)

ﬂ‘fEHf

oraz najbardziej skomplikowany element modyfikacji, czyli zapewnienie, ze strategia §; defi-
niowana przez zmienne p nalezy do zbioru X"/ dla strategii nasladowcy, dla ktérej ¢, = 1.
W tym celu dodano do programu dodatkowa zmienna typu slack, oznaczmy ja jako a € R.
Nastepnie rodzing ograniczen w oryginalnym programie zastapiono przez nastgpujaca ro-

dzing ograniczen:

0<a-— Y up(m,mp) < (1—ge )M Vrpelly, (3.11)

ﬂ'lEHl

gdzie M to odpowiednio duza stata. Zeby wyjasni¢ sens tego ograniczenia, mozna je rozpisaé
w dwoch wariantach: gdy ¢, = 11 gdy ¢r, = 0. W pierwszym przypadku réwnanie (3.1T)
upraszcza si¢ do:

0<a-— Z ug(m,my) <0,

mEell;

czyli efektywnie do réwnosci

a = 2 Uf(ﬂ'l,ﬂ'f).

WZEHZ

W przypadku, gdy warto$¢ zmiennej wynosi 0 réwnanie upraszcza si¢ do

0<a- Z up(m,mp) < M,

meHl

prawa nieréwnos$¢ mozemy po prostu usunaé, bo znajduje si¢ tam tylko M,

0<a— Z pmuf(ﬁlﬂrf)»

ﬂ‘lEHl

po przeniesieniu sumy na lewa strong otrzymujemy

Z us(m,my) < a.

ﬂ'lEHl

Ta rodzina ograniczen oznacza zatem, ze dla strategii nasladowcy, ktéra jest wybrana do profilu
strategii, zmienna a jest ustawiona na warto$¢ wyptaty nasladowcy, gdy gramy strategi¢ lidera
przeciw tej strategii. Dla pozostatych strategii nasladowcy ta wyptata musi by¢ nie wigksza niz

a, co jest doktadnie definicja obszaru najlepszej odpowiedzi. Po uwzglgdnieniu tych modyfika-
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cji program wynikowy jest w nastgpujacej formie:

max DD wm, T ) e sy
7’ 7TlEHl7Tf€Hf

z zachowaniem warunkow

0<a— > prus(m,m) < (1= gn )M Vg e Iy
TI'ZEHZ
2 P =1
ﬂ‘ZEHZ
Pr =0 VT('[ € Hl
Z q7rf =1
TI'fGHf

pr, €R aeR qr; € {0,1}

Kolejnym etapem transformacji jest usunigcie nieliniowosci z funkcji celu. W tym celu za-
mieniono rodzing zmiennych p,, na rodzing zmiennych py, -, ktéra bedzie réwna iloczynowi
prawdopodobienstw wyboru ruchu 7; 1 7y w rozwazanym profilu strategii. To upraszcza funkcje

celu do nastgpujacej postaci:

max > Y w(m, mp)Pra (3.12)
77 WZEHl WfGHf

nastgpnie dodano ograniczenie wymuszajace poprawnos¢ nowej rodziny zmiennych p, korzy-

stajac z faktu, ze rodzina ¢ to zmienne binarne:

D D) Pry =1 (3.13)

WlEHl 7rf€Hf
Gy < D, Prymy <1 Vs e I (3.14)

TI'ZEHZ

Nierownos¢ (3.14) oznacza, ze dla doktadnie jednego 7,y zmienne pr, ., sa niezerowe.
Wraz z ograniczeniem (3.13)) oznacza to, ze dla pozostatych 7, sumy wynosza 0. Na koniec
poprawiono ograniczenie (3.11), tak aby wykorzystywato nowe zmienne p. Jako ze p, =

anenf P x> Wynikowa postac jest nastgpujaca (uwaga na rézne strategie 7y i 7}):

0<a- Z Z pmm}uf(m,ﬂf) < (1= gn)M Vrp e Iy, (3.15)

mell; o/ elly

f

Ponizej prezentujemy mieszany program liniowy autoréw metody DOBSS w ostatecznej
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Multiple-LP DOBSS

Liczba rozwiazywanych programéw |1 ¢| 1
Liczba zmiennych ciagtych 11| 1IL| - Iy + 1
Liczba zmiennych binarnych - 1 ¢]
Liczba ograniczern  |II¢| + 2 A|I¢| + 2

Tabela 3.1: Poréwnanie ztozonosci metod Multiple-LP i DOBSS

formie:
Ipn(?(}zc Z Z ul(ﬂ—laﬂ-f)pm,ﬂ'f
77 mell; 7Tf€Hf
z zachowaniem warunkow
0<a— D > prmus(m,my) <(1—gr) )M Vry e I
WZEHZ ﬁ’f.EHf
2 2y Prum =1
WLEHL ﬂ'fEHf
Qﬂ-f < Z pm,wf <1 Vﬂ'f S Hf
WZEHZ
D dry =1
ﬂ'fGHf

P € [0,1] aeR =, € 10,1}

W metodzie DOBSS konieczne jest rozwigzanie tylko jednego mieszanego programu linio-
wego, ale program ten jest wigkszy, ma |II;| - |II¢| 4+ 1 zmiennych catkowitych, |II¢| zmiennych
binarnych oraz 4|II;| + 2 ograniczen. Tabela podsumowuje ztozonosci podejs¢ DOBSS
i Multiple-LP. Mimo, ze program z podejscia Multiple-LP jest istotnie mniejszy, wyniki ra-
portowane w pracach [69, 68| jednoznacznie wskazuja, ze dla losowych gier macierzowych
Sredni czas dziatania DOBSS jest mniejszy. Poprawa ta wynika z faktu, ze rozwiazujac MILP
solvery wykorzystuja metod¢ podziatu i ograniczen lub inne mechanizmy, ktére ograniczaja
przestrzefi przeszukiwania wartosci zmiennych dyskretnych. W programie DOBSS zmienne
dyskretne modeluja przestrzen strategii na§ladowcy. Prowadzi to do nastgpujacego wniosku:
Uniknigcie petnego przegladu wszystkich mozliwych strategii nasladowcy istotnie wptywa na
czas obliczania Rownowagi Stackelberga. Wniosek ten nie jest zaskoczeniem, jesli zwrécimy
uwage na fakt, ze w sformutowaniu obliczania Réwnowagi Stackelberga jako dwupoziomo-
wego problemu optymalizacyjnego (3.4) maksimum po strategiach nasladowcy jest zewnetrz-

nym problemem optymalizacyjnym.
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3.3 Metoda ASPEN — wykorzystanie specyfiki konkretnego

modelu i bardziej wydajna metoda podzialu i ograniczen

Kolejna metoda, gdzie zastosowano interesujaca technikg¢ optymalizacji jest ASPEN (Acce-
lerated SPars Engine) [36], ktora jest przeznaczona do klasy gier o nazwie SPARS (Security
Problems with ARbitrary Schedules). Metoda ta zawiera interesujacy mechanizm, polegajacy
na iteracyjnym dodawaniu do programu liniowego zmiennych opisujacych najbardziej obie-
cujace strategie lidera. Takie podejsScie pozwala, w klasie gier SPARS, na uzyskanie znacznie
krétszego czasu obliczen niz w przypadku metody DOBSS.

W dalszej czgsci tego podrozdzialu w pierwszej kolejnosci opisany jest model SPARS,
a nastgpnie opisana jest metoda ASPEN ze szczegblnym naciskiem na mechanizm dodawania
zmiennych do programu liniowego.

Gra SPARS jest inspirowana zagadnieniami bezpieczenstwa, szczegdlnie problemem alo-
kacji szeryfow powietrznych w Stanach Zjednoczonych (US Federal Air Marshals Service,
FAMYS) i sklada si¢ z trzech zbioréw: zbioru potencjalnych celéw ataku (samolotéw w przy-
padku domeny FAMS) T' = {ty,...,t,} oraz zbioru zasobéw do ochrony celéw (szeryfow)
R = {ry,...,rn}. Trzecim zbiorem jest zbiér dopuszczalnych planéw alokacji zasobu S < T,
ktéry definiuje zbiory celéw, ktére moga by¢ chronione jednym zasobem. W przypadku FAMS
zbiory s € S definiowane sa przez ograniczenia czasu i przestrzeni — zeby chroni¢ dwa samo-
loty, szeryf musi mie¢ mozliwos¢ przesias¢ si¢ z jednego do drugiego, czyli lotnisko startowe
drugiego samolotu musi si¢ pokrywac z lotniskiem docelowym pierwszego, a czas przylotu
musi by¢ odpowiednio wczesniejszy od czasu odlotu. Uwaga. Na poziomie modelu méwimy
tylko o zbiorach celow, bez uwzgledniania ich kolejnoSci. Gra rozgrywana jest miedzy obron-
cami, ktérzy petniag rolg lidera w Grze Stackelberga oraz atakujacego, ktory jest nasladowca.
Strategiami prostymi obroficy jest zbiér wszystkich przypisan II; = {f : R — S}, czyli wy-
bor celéw do ochrony dla kazdego z zasobdw, dla uproszczenia mozna rozwazac tylko funkcje
r6znowartosciowe — nigdy nie bedzie przypisania dwéch zasobéw to tego samego planu alo-
kacji. Strategie proste nasladowcy to wskazanie jednego celu sposréd 7' do zaatakowania. Dla
kazdego celu zdefiniowane sa dwie pary wyptat: uj(t) — nagroda dla obroricy, jesli atakujacy
zaatakowat cel, ktdry jest chroniony (ang. covered), u¢ (¢) — kara dla atakujacego w sytuacji, gdy
zaatakowat chroniony cel. Analogicznie dla przypadku ataku na niechroniony (ang. uncovered)
cel jest nagroda dla atakujacego u!(t) i kara dla obroricy u}j(t). Model gry naktada ogranicze-
nie, aby u§(t) > u%(t) i analogicznie uS(t) < u®(t), ktére jest zgodne z intuicja za nazwami
,kara” i ,nagroda”.

Kazda strategia podstawowa obroncy 7, € 11; definiuje pewne pokrycie celéw bedace suma
teoriomnogosciowa pokry¢ celéw przez wszystkie jednostki. Na przyktad dla R = ry, ry, stra-
tegia m4(r1) = {t1,t5}, ma(r2) = {t2,t4} pokrywa zbidr celdw {ty, to, t4, t5}. Zbidr wszystkich
pokryé generowanych przez strategie obroncy oznaczono jako J = {Ji, ..., Jy} (oznaczenie J

pochodzi od angielskiego joint schedule). Niech C;; bedzie 1 w przypadku, gdy cel ¢; jest chro-
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niony przez J;, a 0 w przeciwnym przypadku. Podstawa metody ASPEN jest program liniowy

prezentowany ponizej:

xrg.%ld (3.16)

z zachowaniem ograniczen

d— > Cram - u(ts) — | 1= ) Cramy | u(ts) <(1—a;)M Vi,eT (3.17)

Jied JieJ

k= Craa - ug(t) — | 1= ) Crmy | u(t;) <(1—a;) M Vt;eT (3.18)

JiedJ JieJ
Z Ol,ixl : UZ(ti) + | 1-— Z Clﬂ'l‘l UZ(ti> ék’ Vti eT (319)
Jied JiedJ
> =1 (3.20)
JlEJ
=0 a; =0 (3.21)

Zmienna d ma warto$¢ réwna wyptacie obroncy (lidera), zmienna k& — wyplacie atakuja-
cego (nasladowcy). Zmienne x; definiuja rozktad prawdopodobieristwa pokry¢ celéw (strategie
mieszang obroncy). Zmienna a; definiuja rozktad prawdopodobiefistwa ruchéw atakujacego.
Warto$¢ oczekiwana wyptaty w grze, to wyplata gdy cel pokryty razy prawdopodobieristwo jego
pokrycia plus wyptata, gdy cel niepokryty razy prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego.
Przy zalozeniu, ze zmienne « sa binarne (dyskusja tego faktu dalej), dziatanie ograniczen (3.18))
1 jest analogiczne jak ograniczenia (3.15) w DOBSS i wymusza, zeby zmienna &k byta
maksymalna wyptata atakujacego, a aktywna byta tylko zmienna a; odpowiadajaca za atak na
cel maksymalizujacy tg wyptatg. Podobnie ograniczenie wymusza, zeby d byto wyplata
lidera przy ataku na ten wiasnie cel. Ograniczenie gwarantuje, ze zmienne z; beda defi-
niowa¢ poprawny rozktad prawdopodobienstwa.

W poczatkowej wersji tego programu zmienne a; nie sa binarne, a co za tym idzie, jego roz-
wigzanie nie musi by¢é R6wnowaga Stackelberga (prawe strony ograniczen i (3.18) maja
sens, tylko, gdy a; jest binarne). Warto$¢ d wyliczona przez ten program jest jednak ogranicze-
niem gérnym na warto$§¢ wyplaty lidera w stanie Réwnowagi Stackelberga, poniewaz mamy
do czynienia z problemem maksymalizacji, w ktérym jedyna réznicg jest szersza dziedzina.
Istotnym problemem, ktéry stoi na przeszkodzie do praktycznego stosowania tego programu
jest fakt, ze liczba pokry¢ celow J moze w praktyce by¢ wyktadnicza wzgledem liczby celow.
W zwiazku z tym autorzy metody ASPEN uzyli mechanizmu generowania kolumn (column
generation), ktéry polega na iteracyjnym rozwiazywaniu programu najpierw z bardzo ogra-
niczonym podzbiorem zbiorem zmiennych z; i iteracyjnym dodawaniu kolejnych pokry¢ do

programu, az do osiagnigcia stanu, gdy dodanie kolejnego x; juz nie poprawi wyniku.
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Drugim aspektem decydujacym o szybkosci rozwigzania jest implementacja metody po-
dziatu i1 ograniczen, ktéra nie wykorzystuje cech solvera MILP. W pierwszej kolejnoSci omé-
wimy mechanizm generowania kolumn, a nastgpnie pokazemy jak taczy si¢ on z implementacja
metody podziatlu i ograniczen, ktéra zagwarantuje, ze zmienne a; po ostatniej iteracji metody

beda zmiennymi binarnymi.

Generowanie kolumn. Mechanizm generowania kolumn [28] jest popularng technika stoso-
wang w programowaniu liniowym do przyspieszenia rozwigzywania duzych programow linio-
wych, wynikajaca z obserwacji, ze w wielu dziedzinach duza czg¢$¢ zmiennych w rozwiazaniu
optymalnym ma warto$¢ 0. Podejscie to polega na rozpoczgciu rozwigzywania programu linio-
wego od jego ograniczonej wersji, gdzie czg$¢ zmiennych jest usunigta, a nastgpnie dodawanie
do programu zmiennych, ktére pozwola poprawi¢ warto$¢ funkcji celu. Nazwa generowanie ko-
lumn nawiazuje do reprezentacji programu liniowego jako macierzy, gdzie wiersze to kolejne
ograniczenia, a kolumny to kolejne zmienne. Program w takiej ograniczonej wersji mozemy
traktowaé rownowaznie z programem, gdzie usuni¢te zmienne zostaly ustawione na zero, jed-
nak program z usunigtymi zmiennymi wymaga duzo mniej pamigci i czasu, zeby wyliczy¢
rozwigzanie. Wyzwaniem przy stosowaniu tej metody jest zbudowanie wydajnego algorytmu
stwierdzania czy dodanie danej zmiennej moze poprawié rozwigzanie i w jakim stopniu. Algo-
rytm ten w praktyce jest zawsze wyspecjalizowany dla szczeg6lnej postaci programu liniowego.

Celem tego fragmentu rozprawy jest jedynie zademonstrowanie, ze mechanizm generowa-
nia kolumn nie jest uniwersalny i wersji zbudowanej dla jednej klasy gier nie da si¢ w zaden
prosty sposéb uogoélni¢ na inne klasy.

W przypadku SPARS mechanizm generowania kolumn begdzie zastosowany do zmiennych
reprezentujacych strategie lidera. Strategie te maja bardzo szczegdlna postac: sa uktadem n z m
dopuszczalnych planéw, plany z kolei pokrywaja cele. Taka struktura umozliwita zbudowa-
nie efektywnego mechanizmu wyboru strategii (zmiennych), ktére mozna doda¢ do programu.
Poczatkowo program rozwiazywany jest z nieduzym, arbitralnie wybranym zbiorem strategii
lidera (moze to by¢ po prostu jedna, pierwsza strategia z wektora dostgpnych strategii). Po
rozwiazaniu takiego programu nalezy rozwazyc, czy ktéras ze zmiennych nieobecnych w tej
wersji programu, po jej dodaniu i ustawieniu jej wartoSci na zero nie bedzie miala ujemnej war-
toSci zredukowanego kosztu — cechy ktéra mowi, czy warto zwigkszy¢ warto$¢ danej zmienne;j
(potencjalnie zmieniajac tez inne zmienne, zeby ograniczenia byly dalej spetnione). Podejscie
to podsumowane jest w Algorytmie [3.2] Algorytmy stosowane do rozwiagzywania programéw
liniowych i definicje z tym zwiazane (w tym zredukowany koszt) nie sa przedmiotem tej roz-
prawy. Informacje o programowaniu liniowym mozna znalez¢ w odpowiednich podrgcznikach,
na przyktad w [13]]. Najbardziej uniwersalnym sposobem wyliczania wartos$ci zredukowanego
kosztu jest transformacja programu liniowego do programu dualnego (w ktérym ograniczenia
stajg si¢ zmiennymi, a zmienne ograniczeniami, a rozwigzanie optymalne jednego z progra-

moéw, pozwala wskazaé rozwiazanie drugiego), a nastgpnie préba dodania kazdej z potencjal-
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Algorytm 3.2: Generowanie kolumn w metodzie ASPEN.
input: Dopuszczalne wartosci a;
1 P <« program — z malym podzbiorem zmiennych x; i ustawieniami
zmiennych a; z wejscia;
2 repeat
3 rozwiaz program P;
4
5

D < program dualny do P;

wylicz zmienng x;, ktéra moze poprawi¢ wartos¢ funkcji celu w P;
6 dodaj x; do P;
7 until nie istnieje kandydat na x;, ktére poprawi rozwiqzanie;
8 return rozwiqzanie programu P

nych zmiennych (w programie dualnym ograniczenia) i wyliczenie warto$ci zredukowanego
kosztu podrecznikowa technika. W programie dualnym do (3.17)- (3.20) mamy rodziny zmien-
nych odpowiadajace poszczegllnym ograniczeniom, oznaczmy jako {w;} rodzing zmiennych
odpowiadajacych ograniczeniom (3.17), jako {y;} — ograniczeniom (3.18), jako {z;} — ogra-
niczeniom (3.19), a jako ¢ zmienng odpowiadajaca ograniczeniu (3.20). Aktualne wartosci tych
zmiennych mozemy wyznaczy¢ na podstawie wartoSci zmiennych w aktualnym rozwigzaniu
programu prymalnego. Na podstawie ograniczenia odpowiadajacego zmiennej x; w programie

dualnym mozemy wyliczy¢ zredukowany koszt, ktéry wynosi:

v =q+ Z Cia (wi (ug(ts) — ug () + i (ug(ts) — ug(ti)) — zi (ug(ts) — ug(t:)))  (3.22)
t,eT

Takie rozwiazanie jest jednak niewydajne. Wielokrotne wyznaczenie zredukowanego kosztu

w ten sposob spowodowatoby w efekcie wydtuzenie czasu obliczefh w stosunku do pierwotnego

programu ze wszystkimi zmiennymi.

Autorzy metody ASPEN zaproponowali budowe pewnego grafu 1 znalezienie w nim maksy-
malnego przeptywu o minimalnym koszcie, a nastgpnie udowodnili, ze strategia opisana przez
ten przeptyw bedzie miata najwigkszy mozliwy zredukowany koszt w rozwigzywanym progra-
mie liniowym. Przytoczymy teraz sama konstrukcj¢ grafu, bez dowodu, tylko aby pokazaé, jak

bardzo specyficzna dla dziedziny SPARS jest ta metoda.

Zbudowano graf skierowany ztozony ze $ciezek pomigdzy wierzchotkiem Zrédtowym f i uj-
$ciem g. Dla kazdego dopuszczalnego planu alokacji zasobu s;, = {t,, ... tx,} dodano do grafu
Sciezke, ztozong z 2|s;,| wierzchotkéw — kazdemu z celéw bedzie odpowiadaé para wierzchot-
b b

s, t,, 9- Wszystkie krawedzie w tych Sciezkach maja przepustowos¢ 1, wartosci kosztow zde-

kow a1, ;b a dodana Sciezka jest nastepujaca: f,as,

Shyth, 2 Uiy 2YShotiy 7a5h7tk27 Shotkg? * * * Asp, b, s
finiujemy za chwilg. Dodatkowo w grafie jest bezposrednia krawgdz migdzy Zrédiem a ujSciem
o nieskoniczonej przepustowosci — postuzy ona do kierowania tam przeptywu, gdy nie ma juz
planéw alokacji, ktére moglyby poprawi¢ wynik. Koszty w grafie sa tak skonstruowane, aby

sumaryczny koszt maksymalnego przeptywu niezawierajacego krawedzi fg odpowiadat pew-
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nej wartosci v;. Dla kazdego s, dla kazdego t;, dla krawedzi a, 4,, as, , koszt jednostkowy
przeptywu wynosi w; (u§(t;) — ul(t;)) + yi(uS(t;) — u(t;)) — zi(uS(t;) — ul(t;)). Koszty po-
zostatych krawedzi wynosza 0. Z uzyciem algorytmu poszukiwania przeplywu o minimalnym
koszcie znaleziono w tak zbudowanym grafie przeptyw migdzy f i g o wielkosci n (liczba
zasobow obroricy). Jako ze wartoSci C;; wiaza ze soba pokrycia poszczegdlnych celéw z po-
kryciami przez strategie obroncy, tatwo mozna zauwazyc¢, ze koszt przeptywu bedzie wartoscia
zredukowanego kosztu odpowiadajacego mu pokrycia J; powigkszona o h. Poprzez dodanie
sztucznego Zrddta i potaczenia go z biezacym Zrédtem krawgdzia o koszcie —h/n mozna wy-
réwnac ten btad. Jesli w przeptywie zostata uzyta krawedz taczaca Zrédto z ujSciem, to nie ma
juz kandydatéw na poprawienie wyniku.

Tak skonstruowany graf silnie zalezy od istnienia w grze struktury celéw 1 pokry¢, stad nie

da si¢ tego podejscia uogolni¢ na inne gry.

Metoda podziahlu i ograniczen. W zwiazku z zastosowaniem mechanizmu generowania ko-
lumn, wykorzystanie zmiennych binarnych, tak jak w DOBSS bytoby niewydajne — rozwia-
zywanie programu mieszanego jest duzo bardziej kosztowne, a po kazdym kroku dodania ko-
lumny rozwiazywany jest kolejny program. W zwiazku z tym autorzy metody ASPEN zastoso-
wali wtasna metod¢ podziatu i ograniczen.

W programie DOBSS zmienne binarne mialy bardzo szczegdlny uktad. Na mocy ogranicze-
nia (3.10) doktadnie jedna zmienna ¢; jest jedynka, a pozostate sa zerami, co odpowiada faktowi,
ze poszukujemy jednej strategii prostej, ktdra jest optymalng odpowiedzig nasladowcy. Analo-
gicznie jest w programie wykorzystywanym przez ASPEN, gdzie mamy ograniczenie (3.20).
W zwiazku z takimi wlasno$ciami, podziat przestrzeni w metodzie ASPEN dziata w nastg-
pujacy sposob: weZ pierwsza strategi¢ nasladowcy ¢; i oblicz wynik algorytmu generowania
kolumn dla a; = 11 pozostatych a; = 0. Jest to pewien wynik, bedacy rozwigzaniem dopusz-
czalnym w sensie problemu optymalizacyjnego, a wigc ograniczenie dolne na warto$¢ wyptaty
lidera. Nastepnie uruchom algorytm generowania kolumn dla a; = 0 i pozostatych a; beda-
cych ciaglymi zmiennymi programu. Z punktu widzenia programu liniowego mamy przestrzen
przeszukiwania, ktora jest nadzbiorem przestrzeni zmiennych w programie, gdzie zmienne a
sa binarne. W ten sposéb otrzymuje si¢ oszacowanie gérne wyniku, gdy a; = 0. Jesli oszaco-
wanie gorne jest mniejsze lub réwne dolnemu, zwracamy wynik dla a; = 1. W przeciwnym
przypadku powtarzamy proces dla kolejnych strategii nasladowcy, z ta réznica, ze wczesniej
sprawdzone strategie nasladowcy maja zmienne a; ustawione na 0. Postepowanie to podsumo-
wane jest w Algorytmie [3.3] Mozna zobaczy¢, ze jesli pierwsza czg$¢ warunku petli w linii ]
nie bedzie spelniona, to program nie sprawdzi wszystkich mozliwych strategii nasladowcy, a co
za tym idzie bedzie dzialal szybciej. W tym miejscu warto zauwazy¢, ze strategie atakujacego
sa przegladane jedna po drugiej i kolejno$¢ ich przegladania moze mie¢ wpltyw na wczesniej-
sze lub poZniejsze zakonczenie petli. Autorzy metody ASPEN zaproponowali takze heurystyke

wyznaczajaca kolejnos¢ przegladu strategii atakujacego. Heurystyka, podobnie jak cata metoda
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Algorytm 3.3: Metoda podziatu i ograniczen w ASPEN.

=

N-JEN-LRENEN B Y]

11

12
13

input: wektor strategii nasladowcy (t;)y, .p

m; «<nil // Najlepsza znana dotad strategia obroncy (lidera).

LB «— —// Ograniczenie dolne na wyplate obroncy (wypiata
dla strategii =)

UB «— +o// Ograniczenie gbérne na wyptate obroncy

ZA<«— F// 7Zbidér zmiennych a;, ktdére beda ustawione na zero
w rozwiazywanym programie liniowym

Q — (ti)VtieT// Kolejka strategii atakujacego do rozwazenia
while LB <UB A Q # J do

ty < pobierz pierwsza warto$¢ z kolejki @);

(U,q) < uruchom Algorytmz ap = 11 pozostatymi a; = 0;

if U > LB then (LB,7}) — (U, 7m,);

ZA — ZA v {a};

UB « uruchom Algorytm ze zmiennymi ze zbioru Z A ustawionymi na 0, a

pozostalym zmiennym pozwdl na dowolne wartosci ze zbioru [0,1].

end

return (LB, %)

jest SciSle zwiazana ze struktura gry SARS i polega na znalezieniu optymistycznego pokrycia

(potencjalnie wigkszego niz wynika z ograniczen gry) celéw przez obronceg, ktére zminimali-

zuje maksymalna wyptate atakujacego. Dla tego pokrycia sa wyliczane wartosci oczekiwane

wyplaty obroncy przeciwko kazdej ze strategii atakujacego. Na koniec strategie atakujacego sa

posortowane malejaco wedtug obliczonych wartosci, co oznacza, ze najpierw sprawdzane sa

najbardziej obiecujace cele. Pokrycie jest wyliczane przy uzyciu ponizszego programu linio-

wego, ktéry byl stosowany do aproksymacji wyniku we wczesniejszym rozwigzaniu dedyko-

wanemu tej klasie gier — ERASER-C [48]. W ponizszym programie L oznacza maksymalny

rozmiar (liczbg celéw) dopuszczalnego planu dla jednostki obronicy, a C‘ti,s moéwi, czy t; nalezy

do planu s, a T'(s) jest arbitralnie wybranym elementem zbioru s:

mink
a,c,k

z zachowaniem ograniczen

0=k— Cz'LLZ(tl) — (1 — cl)uZ(tl) Z(l — GZ)M th eTl
Z OT(S),S <n
seS
¢ <Y Chs Ve T
seS
Z ¢ <n-L
tiET

(3.23)

(3.24)
(3.25)

(3.26)
(3.27)

(3.28)
(3.29)
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Zmienne ¢; opisuja prawdopodobieristwo pokrycia celu przez obrorice. Ograniczenie (3.24) jest
analogiczne do (3.18)) i gwarantuje, ze zmienna k bgdzie miata warto$¢ bedaca optymalng wy-
ptata atakujacego przy zadanym pokryciu celéw. Ograniczenia (3.25)—(3.27) definiuja pokrycie,
ktoére czgSciowo uwzglednia zasady gry. Potencjalnie moze by¢ wigksze niz mozliwe do zreali-
zowania, ale na pewno nie mniejsze. Nalezy tez zwrdci€ uwage na brak ograniczenia na sume
zmiennych ¢ — rozwazane sa wszystkie warianty ataku z maksymalng wyptata. Ostatnie ogra-
niczenie — (3.28) wymusza, zeby pokryte byly tylko cele dla ktérych atakujacy ma najwyzsza
wyptate, bo tylko wtedy ograniczenie (3.24) bedzie lepiej przyblizato warto$¢ wyptaty ataku-
jacego jako k (chociaz w przypadku, gdy wigcej niz jedno q jest niezerowe, ta warto$¢ bedzie
przeszacowana).

Wyniki w przytoczonej pracy pokazuja, ze dla klasy gier SPARS metoda ASPEN jest niepo-
rownywalnie szybsza od DOBSS 1 skaluje si¢ wielomianowo wraz ze wzrostem liczby celow,
podczas gdy DOBSS skaluje si¢ wyktadniczo.

Uwaga. W oryginalnej pracy autorzy proponuja nieco ogdlniejsza wersje metody, gdzie
obrofica ma do dyspozycji kilka klas jednostek i kazda klasa ma inny zbiér dopuszczalnych
planéw S. Z punktu widzenia koncepcji rozwigzania, nie wnosi ona jednak nic ponadto co
zostato zaprezentowane powyzej, a komplikuje prezentowane programy linowe. W zwiazku

z tym prezentujemy tylko uproszczony wariant.

Obserwacja 3.1. Konstrukcja metody ASPEN pokazuje, e mozna osiqgnqc znaczqce przyspie-
szenie obliczen, jesli uniknie sig przegladania wszystkich mozliwych strategii lidera (mechanizm
generowania kolumn) i nasladowcy (metoda podziatu i ograniczen). Jest to szczegolnie istotne
kiedy przestrzen strategii jest wyktadnicza wzgledem parametrow gry. Niestety metody te wy-
magajq bardzo szczegotowej analizy struktury gry i wykorzystania jej cech. Nie jest moZliwe

uogolnienie takich podejsc¢ na wszystkie klasy gier.

3.4 Metody wykorzystujace strategie brzegowe

Program liniowy - jest przyktadem wykorzystania strategii brzegowych — w pro-
gramie liniowym mamy zmienne definiujace oczekiwane pokrycie kazdego z celéw a nie wej-
Sciowa strategi¢ mieszang lidera. W grach, gdzie definiujemy pokrycia obiektow, zawsze mo-
zemy zdefiniowac strategie brzegowe jako wektory pokrycia celéw, a kazdej strategii miesza-
nej mozemy przyporzadkowaé pewna strategi¢ brzegowa. To przyporzadkowanie nie musi by¢
funkcja ré6znowartosciowa ani ,,na”. Na przyktad dla trzech celow — ty, 1o, t3, ¢4 1 strategii
prostych sy = {t1,t3}, so = {ta,t3}, s3 = {t1,ts4}, 54 = {t2,14}, dysponujac jedna jednostka

obrony:

* strategi¢ brzegowa, w ktorej kazdy z celow pokryty jest z prawdopodobienstwem 0,5
mozemy uzyska¢ na dwa sposoby: P(s;) = 0,51 P(sq4) = 0,5 oraz P(sy) = 0,51
P(Sg) = 0,5,

66



3.4. METODY WYKORZYSTUJACE STRATEGIE BRZEGOWE

* w zaden spos6b nie jesteSmy w stanie uzyskac strategii pokrywajacej zaréwno t3 1 t4 z

prawdopodobienstwem 0,6.

To z jaka doktadnoscia mozna przyblizaé strategie mieszane strategiami brzegowymi zalezy
od dodatkowych ograniczen natozonych na struktur¢ zbioréw s;. W ogdlnym przypadku (om6-
wionym w poprzednim podrozdziale) nie da si¢ zaproponowaé dobrego przyblizenia strategii
taka metoda. Jednak w momencie, gdy natlozymy dodatkowe ograniczenia na strukture s;, moze
si¢ okazac, ze metoda strategii brzegowych daje wyniki bliskie doktadnym. Tak jest na przyktad
w przypadku modelu, ktéry przydziela ré6znym klasom pasazeréw rézne wyposazenie bramek
kontrolnych na lotnisku [73].

Innym, ciekawym, z punktu widzenia tej rozprawy, podejSciem jest zastosowanie metody
strategii brzegowych do nastgpujacego modelu gry wielokrokowe;j:

Gra SMOS (Stackelberg Model of the Oil-Siphoning problem) jest kolejna gra z nurtu Gier
Obronnych i zostala zaproponowana w pracy [90]. Modeluje sytuacje, gdzie jednostki obrony
patroluja morze po ktérym ptywaja tankowce z ropa. Po morzu poruszaja si¢ tez piraci, kto-
rzy moga tankowiec porwac i przeptyna¢ nim do swojej bazy, gdzie spuszcza z niego ropg.

Formalnie gra jest zdefiniowana poprzez:

* Prostokatng przestrzen punktéw [0,w] x [0,4], podzielona na réwnomierna siatka na kwa-

dratowe strefy. Oznaczmy zbidr tych stref jako Z.
* Dyskretny czas ztozony z 7 rownoodlegtych punktow czasowych 7 = 4, ..., t,.

* m todzi patrolowych obroncy, ktére poruszaja si¢ z predkoScia pozwalajaca przeptynad

nie dalej niz do sasiedniej strefy w jednym kroku czasowym.
* Jednej fodzi piratéw, z takimi samymi ograniczeniami ruchu jak obronca.

* Zbioréw stref z ktérych jednostka obroficy moze stratowa¢ S € Z 11T < Z — w praktyce

beda to porty lub przystanie, gdzie cumuja todzie obroncy.
» Zbioru stref O < Z w ktérym piraci maja swoje bazy i moga spuscic ropg¢ z tankowca.

* Funkcji wyptat piratéw v : 7 x Z — R* U {0} definiujaca wyptate w kazdej ze stref

w kazdym kroku czasowym.

Strategia prosta piratow polega na zaplanowaniu trasy statku, ktérym piraci przeprowadzaja
atak. Trasa polega na wyborze punktu czasowego tj 1 strefy z; € Z, w ktorej zostanie za-
atakowany statek, a nastgpnie doprowadzenie go do wybranej strefy o € O po dowolnej tra-
jektorii spetniajacej ograniczenia na ruch, pod warunkiem osiagnigcia tego punktu najpdZnie;j
w czasie t.. Oznaczmy te trasg jako F' = (tp,, 21), (ths1, 22), - - - (thymz;). Poza zakresem czasu

[th, tn.1] piraci sa niewidoczni dla obroficéw.
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Strategia obronicy polega na zaplanowaniu pozycji kazdej z jednostek obrony tak, zeby
w pierwszym kroku czasowym pozycja byta w dowolnej ze stref s € S, w ostatnim w dowolne;j
ze stref t € T', a kroki posrednie sa zgodne z ograniczeniami na ruch.

Gra ma nastgpujacy przebieg:

1. Jesli istnieje para krok czasowy, pozycja na Sciezce piratow, ktéra pokrywa si¢ z pozycja
jednostki obrony, to z prawdopodobiefistwem d < 1 piraci zostaja zlapani. Jesli kilka
jednostek obrony jest w tym samym punkcie, to prawdopodobieristwo ztapania jest od-

powiednio zwielokrotnione (ale nie wigcej niz do jedynki w sumie).

2. Podobnie, jesli istnieje para krok czasowy, pozycja na Sciezce piratow, ktéra jest w od-
legtosci 1 od odpowiedniej pozycji jednostki obrony, to piraci zostaja wykryci i ztapani
z prawdopodobienstwem e < d. Podobnie — wiele jednostek obrony powoduje zwielo-
krotnienie prawdopodobienstwa. Co wigcej te prawdopodobiefistwa sumuja si¢ z praw-

dopodobienstwami z poprzedniego punktu w kazdym kroku czasowym.

3. Ponadto w momencie rozpoczgcia ataku ¢y, zaloga przejmowanego tankowca probuje wy-
sta¢ sygnal alarmowy, z prawdopodobienistwem sukcesu «. Jesli sygnat zostat wystany
1 jest jednostka obrony, ktdra jest w stanie dogonié piratéw (znalez¢ si¢ w odpowiednim
czasie na dowolnym punkcie Sciezki piratéw do wierzchotka koncowego, poruszajac si¢

zgodnie z ograniczeniami ruchu), to piraci zostaja zlapani.

Prawdopodobienstwa mniejsze od jedynki modeluja fakt, ze powierzchnia jednej strefy w pro-
ponowanym zastosowaniu moze wynosi¢ kilkadziesiat kilometréw kwadratowych i obronica nie
jest w stanie zapewni¢ doskonatej obserwacji catego jej obszaru. W przypadku ztapania pira-
tow obie strony otrzymuja wyptate 0. W przypadku, gdy piraci nie zostang ztapani otrzymuja
wyplate u(ty, z1), gdzie t5, i z; to odpowiednio czas i strefa, w ktdrej zostat przejety tankowiec.
Obronca otrzymuje wtedy wyptate przeciwna: —u(t,, 21). Gra jest gra o sumie zerowej, co zo-
stalo wykorzystane w konstrukcji metody jej rozwiazywania. Gra nie definiuje wprost pozycji
tankowcOw na morzu, zamiast tego uzyte sa zréznicowane wartosci wyptat — w punktach gdzie
w danej chwili nie ma zadnego tankowca, wyptaty sa zerami. W przypadku, gdy w danej strefie
w danym momencie przebywa tankowiec, wyptata jest zdefiniowana wedtug wartosci fadunku
tankowca. Przyktadowa siatka stref z uktadem wyptat jest prezentowana na Rysunku. [3.1]
Metoda znajdowania Réwnowagi Stackelberga w grze SMOS zaproponowana w przyto-
czonej pracy opiera si¢ o strategie brzegowe — zmienne definiujace pokrycie kazdej ze stref
w kazdym kroku czasowym. Oprécz strategii brzegowych metoda wykorzystuje mechanizm
generowania ograniczen, ktéry pozwala na wlaczenie do programu tylko wybranych strate-
gii nasladowcy (podobnie jak mechanizm generowania kolumn w przypadku strategii lidera)
oraz metodg¢ abstrahowania gry — budowy uproszczonej gry na bazie oryginalnej w celu dal-
szej poprawy wydajnosci. Ponizej zaprezentujemy najpierw program liniowy i wskazemy jakie
uproszczenia zostalty w nim dokonane, nastgpnie oméwimy zasadz¢ dzialania mechanizmu ge-

nerowania ograniczen, a na koniec technike abstrahowania gry.
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tl t2 t3

Rysunek 3.1: Przyktadowa siatka definiujaca gre SMOS. Kolory poszczegdlnych stref odpo-
wiadaja wartosci funkcji u(t,z) w trzech kolejnych krokach czasowych. Linig przerywana za-
znaczono trasy tankowcow, wigkszego u gory 1 mniejszego u dotu. Trasy te sa przyblizone w
modelu z uzyciem wartosci u(t,z). Stopien zacieniowania komoérki odpowiada wartosci funkcji
u. W miejscu, gdzie komérka jest niewypetniona, warto$¢ wynosi 0.

W programie liniowym rozwiazujacym SMOS wystapi rodzina zmiennych ¢, , > 0 defi-
niujaca brzegowe prawdopodobiefistwo ze obronica bedzie w strefie z w czasie t. Technicznie
bedzie to prosta suma prawdopodobienistw znalezienia si¢ tu kazdej z jednostek, w zwiazku
z czym wartoS$¢ ta moze by¢ wigksza od jedynki. Symbolem /' bedziemy oznaczac strategie
piratéw, a symbolem F zbiér wszystkich strategii prostych piratéw. Nastepnie, przez N(z)
oznaczymy zbiér wszystkich stref sasiadujacych z z w pionie lub poziomie. Dodatkowo sto-
sujac naduzycie notacji, NV (F'), gdzie F' to strategia piratéw, bedzie zawiera¢ wszystkie pary
(t,2), gdzie w czasie t strefa z sasiaduje z pozycja piratéw w danej strategii, formalnie N (F') =
{(t,2)|32'z € N(2') A (t,2") € F'} oraz R(F') jako zbidr par (5, z), gdzie ¢, to czas rozpoczecia
ataku w strategii [, a z to dowolna strefa z ktérej jednostka obrony zdazy przeciaé trajektorie
atakujacego i go zatrzymac po rozpoczgciu ataku. Te funkcje pomocnicze pozwola nam zdefi-

niowaé prawdopodobiefistwo niepowodzenia ataku

dpp(c, F) = min{l,d diaste D azta ) ct,z}, (3.30)

(t,2)eF (t,2)eN(F) (t,2)eR(F)

gdzie ¢ oznacza wektor zmiennych ¢, .. Wzér (3.30) stosuje uproszczenie — zawiera sume
prosta prawdopodobienstw ztapania piratéw w kolejnych krokach czasowych. W szczegdlnosci
oznacza to, ze jesli zaréwno strategia atakujacego jaki i pewnej jednostki obronicy zawieraja dwa
kolejne wspdlne punkty (¢, z;) i (tz41, 2z+1), to prawdopodobieristwo ztapania piratéw w tych
punktach zostana zsumowane, mimo ze w modelu piraci byliby ztapani w drugim punkcie tylko
pod warunkiem, ze nie byli ztapani w poprzednim kroku czasowym. Jesli wspétczynniki d, e i
« sa duze lub gdy obronica dysponuje duza liczba jednostek, to uproszczenie moze powodowac
drastyczne przeszacowanie stopnia ochrony stref, gdy przytoczone wartosci sa mate, przesza-
cowanie wartosci bedzie réwniez male. Takie uproszczenie jest jednak konieczne do budowy

programu liniowego, poniewaz tak zdefiniowana funkcja dpp jest liniowa (z doktadnos$cig do
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minimum) wzgledem zmiennych ¢, .. Na podstawie powyzszego mozemy zdefiniowa¢ wartoS$¢
oczekiwang wyplaty piratow: U, (¢, F') = (1 — dpp(c, F'))u(tp, z1), gdzie ty, i z1 sa odpowiedni
czasem i miejscem rozpoczecia ataku w F'. W ponizszym programie bedzie uzyta notacja u(F’)
do okreslenia tej wyptaty.

Korzystajac z definicji pomocniczych mozemy teraz w spos6b zwigzly przytoczy¢ program

liniowy rozwiazujacy SMOS:

max U (3.31)

z zachowaniem ograniczef

U <—(1—pr)u(F) VFeF (3.32)
pr <1 VEeF (3.33)
pr <d Z Czt € Z Cr T Z Ctz (3.34)

(t,2)eF (t,2)eN(F) (t,2)eR(F)
Chmy = D0 Plot(ontinn) Ve eZ Vke{l,..n—1} (3.35)
zk€N (z5) {25}
Czy = Y Bt (et Vz;eZ Vke{2,...n} (3.36)
zk€N (z;) iz}

m=3 con (3.37)

ZkGS
m= > Cotn (3.38)

ZkET
(3.39)

gdzie zmienna U ma warto$¢ optymalnej wyptacie obronicy (lidera). Zmienne pp przechowuja
warto$¢ dpp(c¢,F'). Ograniczenia i stuza wyliczeniu minimum z definicji dpp. Jest
to typowa sztuczka w programach liniowych, mozliwa do zastosowania, gdy warto§¢ minimum
wchodzi z dodatnim wspétczynnikiem do funkcji celu. Ograniczenie (3.32) minimalizuje wy-
ptatg obroncy po wszystkich strategiach piratéw. Z racji tego, ze gra ma zerowa sume to ograni-
czenie wystarczy do wymuszenia optymalnej odpowiedzi piratéw, ktérzy sa nasladowca w tej
grze. Ograniczenia i definiuja ,,przeptyw” ochrony, zmienne ¢ méwia ile prawdo-
podobienstwa obrony danej strefy przeptywa do sasiedniej strefy w kolejnym kroku czasowym.
Ograniczenia i gwarantuja start jednostek obrony ze stref z S i zakonczenie ich
patrolu w strefach z 7.

Podsumowujac, proponowany program ma dwa uproszczenia, ktére nalezy jeszcze raz pod-
kreslic:

* gra o sumie zerowej pozwala unikna¢ stosowania zmiennych binarnych,

* stosowanie sumy prostej w funkcji dpp prowadzi do przeszacowania wyniku obroricy, ale

pozwala zastosowac solvery programowani liniowego.
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3.4.1 Generowanie ograniczen

Tak sformutowany program nie jest jeszcze mozliwy do zastosowania w praktyce, poniewaz
liczba ograniczen - jest proporcjonalna do liczby strategii piratéw. Liczba tych
strategii ro$nie z kolei wyktadniczo wraz z liczba krokéw czasowych. Warto jednak zauwa-
zy¢, ze ogromna liczba tych strategii to ataki na zupetnie nieistotne strefy, ktére nie zawieraja
zadnych statkéw lub ataki z niepotrzebnie dtugo trajektorig ucieczki. W zwiazku z tym rozwia-
zanie w prezentowanej pracy uzywa dodatkowo mechanizmu generowania ograniczen, ktére

odpowiadaja za poszczeg6lne strategie nasladowcy.

Mechanizm generowania ograniczen jest pomystem podobnym do generowania kolumn,
jednak prostszym w implementacji. Podejscie to polega na rozwiazaniu programu z niewielkim
podzbiorem ograniczen, a nastgpnie szukamy posréd pozostatych ograniczen takiego, ktore nie
jest spetnione 1 dodajemy je do programu. Jesli wszystkie ograniczenia sa spetnione, to rozwia-
zanie zredukowanego programu jest tez rozwigzaniem programu z wszystkimi ograniczeniami.
Podobnie ja w generowaniu kolumn, tu réwniez w najprostszym wariancie mozna przejrzec
wszystkie ograniczenia sprawdzajac, czy ktdreS z nich nie jest naruszone, jednak nie jest to

rozwigzanie efektywne.

Generowanie ograniczen w przytoczonym rozwigzaniu jest wykorzystane do tréjek ograni-
czen (3.32)) — (3.34) odpowiadajacych strategiom piratéw. Zwr6¢my uwage, ze w takiej tréjce
najwazniejsze jest ograniczenie ((3.34), bo pozostate dwa realizuja funkcje minimum. Co wig-
cej, ze wzgledu na maksymalizacje zmiennej U w programie i konstrukcje ograniczenia (3.32),
najlepszym kandydatem na naruszone ograniczenie (3.34) bedzie takie, w ktérym suma po pra-
wej stronie jest najmniejsza. Intuicyjna interpretacja tej zaleznoSci mowi, ze rozpoczynamy
rozwigzywanie od ograniczonej gry, gdzie piraci maja do dyspozycji pewien podzbidr strate-
gii, a nastgpnie poszukujemy takiej strategii piratéw do dodania, zeby mogli uzyska¢ mozliwie
duza wyplate przy znalezionej strategii obroncy. Przypomnijmy tu, ze gra jest o sumie zerowej,

wigc podniesienie wyplaty piratéw automatycznie obnizy wyptatg obroncy.

W celu efektywnego poszukiwania takich strategii mozemy zbudowac graf, ktéry dla usta-
lonej strategii obronicy begdzie nastgpujacej postaci: wierzchotkami grafu beda pary (¢;, z). Kra-
wedzie w grafie beda pomigdzy takimi parami ((¢;, z1), (ti41, 22)), W ktorych z; = 2o lub 2 jest
sasiadem z,. Innymi stowy graf reprezentuje tréjwymiarowa przestrzeni gry (2 wymiary siatki
stref 1 1 wymiar czasu), a krawedzie sa migdzy tymi wierzchotkami, miedzy ktérymi zgodnie
z zasadami gry 16dZ moze si¢ przemiesci¢. Dodatkowo dodajemy do tego grafu wierzchotek
X 1 krawedzie z kazdego wierzchotka, gdzie z; jest ze zbioru S stref, gdzie piraci spuszczaja
rope z tankowcow. Wagi wszystkich krawedzi prowadzacych do wierzchotka (t;, z;) sa takie
same, rownie prawdopodobiefistwu wykrycia piratow, gdy znajda si¢ w tym wierzchotku, be-
dacego suma dcy, -; 1 ecy, -, dla wszystkich sasiadow z; wierzchotka z;. Przy tak dobranych
wagach dowolna Sciezka realizujaca strategi¢ atakujacego bedzie miata wage odpowiadajaca

sumie prawdopodobienistw z ograniczenia (3.34) z pominigciem sktadnika mnozonego przez
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a. Krawedzie do wierzchotka X maja wage 0. Generowanie ograniczen w przytoczonej me-
todzie opiera si¢ o znalezienie dla kazdego mozliwego startu ataku, czyli wierzchotka (¢;, z;)
najkrétszej Sciezki do wierzchotka X. Do znalezienia tej Sciezki stosowana jest jednak modyfi-
kacja algorytmu Dijkstry, ktéra dodatkowo uwzglednia przecigcie trasy z punktami osiagalnymi
przez obronice w przypadku wystapienia alarmu (innymi dla kazdej sprawdzanej pary (t;, z;)).
Szczegoty tej implementacji nie sg istotne z punktu widzenia niniejszej rozprawy, wigc ich nie
przytaczamy.

Podsumowujac, podobnie jak generowanie kolumn, efektywne generowanie ograniczen jest
silnie zwiazane z konkretng gra. W tym przypadku sa eksploatowane dwie cechy: struktura
dajaca sig¢ opisaé grafem oraz suma zerowa. Uogdlnienie takich metod, zachowujac ich efek-

tywnos¢ nie jest mozliwe.

3.4.2 Abstrahowanie gry

Ostatnig technika zastosowana w metodzie rozwiazywania SMOS jest abstrahowanie mniejsze;j
gry z gry oryginalnej w celu dalszego zwigkszenia szybkosci dzialania. Zastosowana technika
abstrakcji polega na prostej agregacji czasu 1 przestrzeni. Parametrem metody jest wspoiczyn-
nik agregacji s € N. Metoda polega na zastapieniu oryginalnej siatki siatka majaca s razy mniej
wierszy i kolumn — kazda strefa w nowej grze odpowiada s* strefom w grze oryginalnej i roz-
wazeniu tylko co s-tego punktu czasowego, a wyplaty sa odpowiednio usSrednione. Optymalna
strategia znajdowana jest w tak uproszczonej grze. Nastgpnie stosowana jest procedura odzy-
skiwania strategii w grze oryginalnej, ktéra polega zastapieniu kazdej strategii prostej obroncy
poprzez rozktad jednostajny nad s* strategiami prostymi, w ktérych kazda jednostka obrofcy
porusza si¢ odpowiadajacych strefach wchodzacych w sktad agregowane;j strefy.
Abstrahowanie jest kolejnym mechanizmem silnie zwigzanym ze struktura danej gry. W tym
przypadku wykorzystuje fakt, ze gra zdefiniowana jest na siatce, ktéra mozna agregowac. Kaz-

dorazowe stosowanie tego typu podejscia wymaga analizy struktury danej gry.

3.5 Uogolnienie SMOS do sumy niezerowej

We wszystkich, za wyjatkiem DOBSS, opisanych powyzej metodach przyspieszenia obliczania
Roéwnowagi Stackelberga istotne byty specyficzne cechy modelu 1 uogdlnienie na szersza klasg
gier nie bylo mozliwe bez znaczacego naktadu pracy. W tym podrozdziale pokazemy jak rezy-
gnacja z sumy zerowej w grze SMOS, nawet przy uproszczeniu innych jej elementéw, kompli-
kuje program liniowy poszukujacy Rownowagi Stackelberga. Tres¢ zawarta w tym podrozdziale
jest jedynym elementem tego rozdziatu, ktérej wspétautorem jest autor rozprawy. Prezentowane
tu podejScie jest fragmentem pracy opublikowanej w styczniu 2019 na konferencji AAAI [47].
Autor rozprawy wraz z Adamem Zychowskim wspétpracowal nad uogélnieniem samego mo-

delu gry do sumy niezerowej i jest autorem modyfikacji programu liniowego rozwiazujacego
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zmodyfikowany SMOS o niezerowej sumie. Autorstwo obejmuje koncepcje modyfikacji i zapis
programu liniowego w formie matematycznej. Autorem programu komputerowego implemen-

tujacego to rozwiazanie jest Filip Grajek, kolejny wspétautor pracy [47].

Zmodyfikowana gra SMOS. Zasadnicza r6znica modyfikacji w stosunku do oryginalnego
sformutowania jest dopuszczenie sumy niezerowej — w przypadku sukcesu piratéw obronca
otrzymuje pewna ujemna kare, a piraci dodatnia nagrodg. Wartosci te nie musza sumowac si¢
do 0. Poza tym gra zostata nieco uproszczona. Uproszczenie polega na zdefiniowaniu wprost
tras statkdw, ktore napadaja piraci, jako odcinkéw w obszarze gry oraz uproszczeniu modelu
ataku do sytuacji, gdzie piraci wybieraja punkt czasowy i statek, a nastgpnie poruszaja si¢ ze
statkiem przez ustalone k rund, zeby przeprowadzi¢ atak. Takie podejScie znacznie zmniejsza
przestrzen decyzyjna piratow, co bylo koniecznie, ze wzglgdu na brak mozliwosci zastosowania
wspomnianej metody generowania kolumn w grze o niezerowej sumie.

Formalnie zmodyfikowana gra opisana jest przez:

* prostokat o wymiarach w x h. Na prostokat natozona jest siatka punktéw 2 (w przeci-
wienstwie do oryginalnego modelu tu rozwazamy punkty, a nie cale strefy). Sasiednie

punkty sa od siebie odlegle o d zar6wno w pionie, jak i w poziomie,
* n kolejnych, réwnoodlegltych punktéw czasowych 7 = ¢4, ..., ,,

* ny statkow oznaczonych Fi, ... I, ., ktore nalezy broni¢. Kazdy ze statkow ptywa pomig-
dzy dwoma weztami siatki Z, z predkoscia vy, zgodnie z zalozonym rozktadem. Kazdy

statek jest opisany krotka F; = (u*, ul™, uf*, ul, S;), gdzie

- u?* € R™ to wyplata piratéw za skuteczny atak na statek,

— w7~ € R to kara piratéw za zlapanie w trakcie ataku na statek,

a
J
- u?’ e R~ to kara obroncy za skuteczny atak na statek,
d

J

-+

— u$" € RT to nagroda obroricy za ztapanie piratéw w trakcie ataku na statek,

- S; = (a4, bj, D;), rozktad jazdy statkéw, gdzie a;,b; € Z — pozycja portu starto-
wego i koficowego, D; € [t1,t,]"? — czasy odjazd6éw statku naprzemiennie z portu
a; 1 bj, liczba odjazdéw — w; moze by¢ inna dla kazdego statku. Czasy musza by¢
poprawne — zapewnic¢, ze z predkosScia vy mozna doptyna¢ do portu przez kolej-
nym odjazdem. Ruch statkéw zdefiniowany jest w ciaglej przestrzeni czasu, chociaz
z punktu widzenia zasad gry bedziemy rozpatrywac tylko ich pozycje w punktach
t;.

* ng — liczbeg statkéw obroncy. Kazdy ze statkéw porusza si¢ z predkoscia nie przekracza-

jaca vy. Kazdy ze statkOw ma przypisany punkt startowy s, € Z.
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* zasigg obroncy r, ktéry méwi, ze jeSli statek obroncy znajduje si¢ w pewnym punkcie
z € Z to obronca jest w stanie wykry¢ atak w kole o promieniu r od tego punku. Zastgpuje

wykrywanie w strefie i sasiednich strefach w oryginalnej grze,

* liczby krokéw czasowych, ktére zajmuje atak .

Przebieg gry. W kazdym kroku czasowym statki, ktore nalezy chroni¢ zajmuja pozycje wy-
nikajaca z rozktadu jazdy. Piraci w trakcie gry wykonuja doktadnie jeden atak wybierajac parg
(F, t,) ztozong ze statku, ktdry atakuja i czasu rozpoczecia ataku. Strategia prosta obroncy to
przypisanie pozycji kazdego statku obroricy j w kazdym kroku czasowym ¢; pozycji [(t;,j) € Z,
tak zeby: (1) pozycje tego samego statku w kolejnych krokach czasowych byly oddalone o nie
wigcej niz vgt, gdzie t to odlegto$¢ migdzy kolejnymi punktami czasowymi, (2) pierwsza po-
zycja byta w odlegtosci nie wigkszej niz vyt od punktu startowego danego statku. Jesli w przy-
najmniej jednym punkcie czasowym z przedziatu [t,, ¢, ] statek F znajduje si¢ w odleglosci
nie wigkszej niz r od ktoérego$ ze statkow obroncy, to atak zostaje wykryty i gra konczy sig¢
stosownymi wyptatami. Jesli czas rozpoczgcia ataku ¢, jest zbyt péZny, zeby zakonczy¢ atak
(a + A > n) i atak nie zostat wykryty, gra koniczy si¢ zerowa wyptata dla obu stron. Jesli atak
nie zostal wykryty i si¢ zakorniczyt, gra koniczy si¢ odpowiednimi wyptatami dla skutecznego

ataku na ten statek.

Zmodyfikowany program liniowy. Zmodyfikowany program taczy w sobie zmienne repre-
zentujace pokrycie celow wykorzystane w oryginalnym programie oraz dekompozycje iloczynu
prawdopodobienstw strategii nasladowcy (piratéw) i lidera (obroricy) z metody DOBSS, opisa-
nej w Rozdziale[3.2] W programie liniowym, z uwagi na wspomniang dekompozycje, zamiast
stosowac jedna rodzing zmiennych opisujaca, tym rzem nie prawdopodobiefistwo przebywania
w strefach, ale w weztach siatki, bedziemy mieli oddzielne rodziny opisujace pokrycie dla kaz-
dej strategii prostej piratéw. Konieczne jest, na wzor programu DOBSS wprowadzenie zmien-
nych binarnych decydujacych o wyborze doktadnie jednej strategii nasladowcy. W opisywanym
programie liniowym beda wystepowa¢ zmienne ¢, € {0, 1}, dla kazdej strategii nasladowcy
m¢ € IIy. Aby zapewniC, ze dokladnie jedna strategia nasladowcy zostanie wybrana, formutu-

jemy ograniczenie analogiczne do ograniczenia (3.10) w DOBSS:

D =1L (3.40)

WfEHf
Zmienne definiujace pokrycie poszczegdlnych punktéw siatki bedziemy indeksowacd trzema
wartosciami: ¢ 4, ., gdzie z to wezet siatki, ¢; to krok czasowy, a dodatkowy indeks 7y to
strategia prosta nasladowcy, odpowiednik indeksu 7 przy zmiennych p w programie DOBSS.
Zmienne ¢, ;, -, beda zwiazane ograniczeniami przeptywu analogicznymi do (3.35)-(3.38)

w pierwotnym programie SMOS, z zastrzezeniem faktu, ze w uproszczonym sformutowaniu
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programu nie mamy zbioru 7' punktéw, gdzie obronica musi skoniczy¢ patrol. Zdefiniujemy

oddzielng rodzing ograniczen dla kazdej strategii 7 :

Clompry = D, Bt atimy Yz €Z Vhe{l,..n—1} Vrpell; (341)
zkeN (z;) Uiz}

Clompmy = D0 Blntientm VyeZ Vke{2,..n} Vrpell; (3.42)
2keN(z5) iz}

Gry M= Covtrm, Vrpelly.  (3.43)
ZkGS

Podobnie jak w programie DOBSS, w obszarze dopuszczalnym tylko jedna rodzina zmiennych

¢ bedzie miata niezerowe wartosci, co jest wymuszone przez przemnozenie przez g, lewej
strony réwnania ((3.43).

Zdefiniujemy pomocnicza funkcje dpp : Iy x II; x ¢ — R, ktéra bedzie opisywac praw-
dopodobienstwo wykrycia ataku bedacego drugim argumentem funkcji, przy zatozeniu odwie-
dzania punktéw z, wedtug wartoSci pokrycia ze zmiennych ¢ z ostatnim indeksem bgdacym
strategia nasladowcy podang jako pierwszy argument. Jako symbol pomocniczy zdefiniujmy
zbiér R(7y), ktéry bedzie zawierat takie pary (¢;, z;), gdzie t; — punkt czasowy, z; punkt w
siatce, ktére zgodnie z rozktadem jazdy statku atakowanego w strategii 7y sa w odlegtosci co
najwyzej r od tego pozycji tego statku w punkcie czasowym ¢; oraz punkt ¢; jest w zakresie
trwania ataku, czyli pomigdzy startem ataku ¢,, a jego konicem %, . Innymi stowy doktadnie
tych punktow, ktére spowoduja wykrycia ataku 7. Funkcja dpp, podobnie jak w oryginalnym
sformutowaniu, i zastrzezeniem tej samej niedoktadnosci zwiazanej z warunkowym prawdopo-
dobienistwem w kolejnych krokach czasu, jest wyrazona jako suma prawdopodobiefistw prze-

bywania w weztach.

dpp(my, 7, €) = min D syl (3.44)
(tiz5)eR(my)

Pozostate sktadniki sumy, ktére byly obecne w pierwotnym sformutowaniu dpp sa pominigte,
poniewaz uproszczony model gry zaktada wykrycie z prawdopodobieristwem 1 w promieniu r
i nie zaklada istnienia alarmu. Program mozna latwo rozszerzy¢ o te cechy, jednak nie sg one
kluczowe w demonstracji przyrostu ztozonosci po wprowadzeniu niezerowej sumy. Parame-
tryzowanie funkcji dpp dwiema strategiami nasladowcy, a nie jedna, jest konieczne do zbudo-
wania programu liniowego z ograniczeniem odpowiadajacym ograniczeniu (3.15) w DOBSS,
w ktérym tez pojawiaja si¢ dwie strategie na§ladowcy — jedna definiujaca strategi¢ wynikajaca
z wartoSci zmiennych p i1 jedna definiujaca potencjalng odpowiedZ nasladowcy, co do ktérej

upewniamy si¢, ze nie jest najlepsza odpowiedzia.

W programie DOBSS funkcja celu (3.12) byla wyrazona suma, ktérej doktadnie jeden
sktadnik byt niezerowy. W tym programie potrzeba aby uzyskaé taka sama sume¢ funkcje po-
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mocnicza, ktéra przyjmie wartoS¢ wyptaty lidera lub 0 w zaleznosSci od tego, ktéra zmienna
q jest niezerowa. Dla odr6znienia od faktycznej wyptaty gracza oznaczymy te funkcje wielka
litera U. Dodatkowa komplikacja funkcji U jest fakt, ze w zmodyfikowanym sformutowaniu
wprowadziliSmy kary dla piratéw za bycie ztapanym (w pierwotnej wersji w takiej sytuacji
wyplata wynosita 0). Zdefiniuyjmy przeciazenie notacji u;i(ﬂ'f) jako wyptate i-tego gracza za

odpowiednio skuteczny lub nieskuteczny atak na cel wynikajacy ze strategii 7y, wtedy:

Ud(C, Tg, 7rf) = Qrn, - (dpp(ﬂ'g, Tfs C)U; (’ﬁf) + (1 - dpp(’ﬁga Tfs c))u; (Wf)) (345)

Ua(€, g, 7f) = G, - (dpp(mg, 75, €)ug (ms) + (1 = dpp(my, 7y, €))ug (7))- (3.46)

Tak zdefiniowane funkcje U nie sa liniowe wzgledem zmiennych w programie — zawieraja
iloczyn ¢, i zmiennych c. Kolejng komplikacja zwiazana z funkcja dpp i jej implementacja w
programie liniowym jest fakt, ze po rezygnacji z zalozenia o sumie zerowej nie jest mozliwe za-
stosowanie prostej techniki implementujacej minimum tylko dwoma ograniczeniami nieréwno-
Sciowymi. Zwréémy jednak uwage na fakt, ze ograniczenie wymusza, ze dpp(mgy, 7s,€)
bedzie zerem, jesli g, jest zerem, wigc w tej czeSci sumy mnozenie przez ¢, jest zbedne.
Wprowadzimy teraz funkcje dppy,eq(7,, s, €), ktéra przyjmie warto$¢ (1 — dpp(m,, 7s, ¢)), gdy
(r, jest jedynka i 0 w przeciwnym przypadku.

dpprey(mg, 7y, €) = min {qwg, 1 — dpp(my,my, )} (3.47)

Sformutowanie z uzyciem takiego minimum jest wystarczajace, poniewaz 1 — dpp(m,,7y, ) ni-

gdy nie przekracza 1.

Dysponujac funkcja dpp,.c, (7,7, ) mozemy wyrazi¢ U;~ w nastgpujacy sposob:

Uale, g, ) = dpp(y, w7, Yl (v7) + dppucg (g, w7, Yz () (3.48)

Ua<c7 Ty ﬂ-f) = dpp(ﬂ'g, fs )u; (ﬂ—f) + dppn€g<7rg7 Tf )UZ (Wf)a (3.49)

a te sformulowania sa liniowe wzgledem zmiennych, z doktadnoscia do uzycia minimum. Jak
wspomnieliSmy gra o niezerowej sumie powoduje, ze wartos¢ funkcji celu nie jest wprost pro-
porcjonalna do wartosci minimum. To powoduje konieczno$¢ wprowadzenia kolejnych zmien-
nych binarnych, zeby to minimum wyrazi¢. Podrgcznikowy schemat, pozwalajacy wyrazi¢ do-

wolne minimum = = min{f;(a), fo(a)} w programie liniowy m z wykorzystaniem zmiennych
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binarnych jest nastgpujacy:

P
S
3
=
S
P
S

my + mg =1.

my 1me 3 zmiennymi binarnymi, a M jest odpowiednio duzg stata. Powyzszy uktad ograniczen
wymaga, zeby dla m;, ktére ma warto$§¢ 1 zachodzita réwnos¢ z odpowiednig funkcja f;(a),

a dla drugiej zachodzila relacja mniejsze rowne.

Do budowanego programu dodajemy rodziny zmiennych dpp(m,, 7¢) 1 dpppeg(m,, 7f) re-
prezentujace odpowiednie wartosci funkcji o odpowiadajacych nazwach. W zwiazku z tym beg-
dziemy mieli dwie rodziny miniméw (po jednym dla kazdej pary strategii (7, 7¢) piratow dla
definicji dpp i tyle samo dla definicji dpppq), W zwiazku z tym bedziemy mieli cztery rodziny
zmiennych binarnych m. Zmienne dotyczace definicji dpp oznaczymy symbolami m4 (7, 7s)
oraz my(m,, y), azmienne dotyczace definicji dpp;,., odpowiednio mg(my, 7) oraz my(my, 7y).
W efekcie do programu liniowego dodamy rodziny ograniczen realizujacych réwnania (3.48))
i (3.49):

1 —my(my,me)M < dpp(my,ms) <1 Vg, 7 eIl (3.50)

DU iy, —mamm )M <dpp(rgmp) < DL Chsm, Vg mp eIy (351)
(ti,z)€R(my) (tiszj)eR(my)

my (my,m) + mo(my,ms) =1 Vmg, mp eIl (3.52)

Gy — M3(7g, ) M < dpppeg(Tg, 7f) < G, Vg, mpelly (3.53)

1= dpp(mg,my) = ma(mg,mp) M < dppneg(mg, mp) < 1 —dpp(mgmy) Vg, mp € Iy (3.54)

ms(mg,my) + ma(mg,my) =1 Vrg, mp €Il (3.55)

Dla czytelnosci koficowego programu zdefiniujemy jeszcze dwa symbole pomocnicze realizu-
jace funkcje opisane réwnaniami (3.48) i (3.49).

Ua(mg, 7f) = dpp(mg, wp)ug (75) + dppneg(mg, g )uq (75)
Ua(mg, 5) = dpp(mg, Tp)ug (T5) + dppreg (g, Tp)ug (75)

Po zdefiniowaniu wszystkich obiektéw pomocniczych, mozemy zdefiniowaé ograniczenie
wymuszajace optymalna odpowiedZ nasladowcy (piratéw), odpowiednik ograniczenia (3.15))
w DOBSS:

0<a— Y Udmgmy)<(1=qr)-M  Vrpell (3.56)
mg€lly
gdzie a jest zmienng rzeczywista. To ograniczenie zapewnia, ze strategia 7, dla ktorej ¢, = 1

jest optymalng odpowiedza nasladowcy. Ostatnim opisywanym elementem, poniekad najwaz-
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niejszym, jest funkcja celu, réwniez analogiczna jak w DOBSS:

max Y Uy(my,my), (3.57)

T GHf
dla czytelnosci rownania zdecydowaliSmy si¢ pomina¢ zmiennych decyzyjnych przy symbolu

maksimum. Jest to oczywiscie zbiér wszystkich zmiennych wprowadzonych w tym programie

liniowym. Ponizej przedstawiamy jeszcze raz funkcje celu i zebrane ograniczenia (3.40)—(3.43),

(3.50)—(3.53), (3.56)), definiujace petny program liniowy:

max 2 Ud(ﬂ'f, 7Tf>

FfEHf
0<a— Y Udmgms) < (1—gx)-M Vryell
7Tg€Hf
1 —my(mg,mp)M < dpp(mg,my) <1 Vg, mp €1l
Z Ctyzjmg — T2 (7]—977Tf)M < dpp(ﬂ'g,ﬂ'f) < Z Ct;,zj,mg v71—!17 T € Hf
(ti,Zj)ER(ﬂ'f) (ti,Zj)ER(ﬂ'f)
my(my,mf) + mo(mg,ms) = 1 Vry, mp e 1y
Gry — M3(7g, M) M < dPpreg(Tg, M) < G, Vrg, myp € 1y
1 —dpp(mg,ms) — my(mg,mp) M < dppreg(my, 7)) < 1 — dpp(my,my) Vg, mp €1l
ms(my,m) + my(mg,ms) =1 Vrg, mp €1l
Z C]7rf =
7rf€Hf
Cti,zjyﬂ'f = Z ¢(Zj7ti),(2k,ti+1),7ff VZJ e/ Vke {1, ..n — 1} Vﬂ'f S Hf
zk€N (z5)U{z;}
Cti’zﬁﬂ—f = ¢(zk’ti71)7(zj’ti)7ﬂf VZ] e/ Vke {2, . ’I’L} V’]Tf € Hf
zRE€N (z5)u{z;}
Qrp M = 2 Cop ity my Ve e Il
ZkGS
aeR Vrpelly  qn, €1{0,1}

Vre, g € Iy dpp(my, ms), dpppeg(mg, m¢) € R Vi€ {1,2,34}V7s, m, € I pm;(my, mp) € {0,1}

VieT,zj€ Zmyp€llycy, om, ER Vi €7, 252, € Z,mp € Hf¢(tiyzj)y(ti+172k)y7rf eR
Wnhioski z modyfikacji. Odejscie od tylko jednego zalozenia, zerowej sumy gry, wymagato
modyfikacji programu linowego wymagajacej dogtebne zrozumienie jego konstrukcji. Co wie-

cej zmodyfikowany program liniowy posiada |II¢| razy wigcej zmiennych rzeczywistych, a po-
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nadto O(|TI;|*) zmiennych binarnych, ktérych nie byto w pierwotnej wersji. To oznacza, ze
rozwigzanie takiego programu wymaga duzo wigcej zasobow obliczeniowych, zmniejszajac
konkurencyjno$¢ czasowg tego rozwiazania wzgledem metod ogdélnych. Ta modyfikacja jest
przyktadem na to, ze uogélnienie metod wykorzystujacych wlasnosci konkretnych gier nie jest

proste i czesto niesie za soba duze straty w konteks$cie wydajnos$ci zmodyfikowanej metody.

3.6 Metody wykorzystujace podwojna wyrocznie

Zupelnie inng grupa metod, stosowana gtéwnie do gier o sumie zerowej, sa metody stosujace
podejscie podwdjnej (lub naprzemiennej) wyroczni (ang. double oracle) [62]. Podejscie to po-
lega na budowie dwoéch procedur (wyroczni), jednej ktéra przy ustalonej strategii drugiego gra-
cza, znajduje optymalng (w pewnym, zalozonym, sensie) strategi¢ gracza pierwszego 1 druga
wyrocznig¢, ktéra znajduje strategi¢ gracza drugiego przy ustalonej strategii gracza pierwszego.
Nastepnie znajdowany jest stan rownowagi w ktéorym uwzgledniamy tylko strategie bedace
optymalnymi odpowiedziami we wszystkich poprzednich iteracjach. Iteracyjne znajdowanie
optymalnych odpowiedzi pozwala na zawezenie przegladanych strategii w grze tylko do tych,
ktore sg istotne — sg optymalnymi odpowiedziami przeciwko pewnym strategiom innych gra-
czy. Idea podwdjnej wyroczni jest zblizona do metod generowania kolumn i ograniczen w pro-
gramach liniowych, cho¢ sama realizacja jest zupetnie inna. Tu zaprezentujemy metode stuzaca
poszukiwaniu Réwnowagi Nasha w grach o sumie zerowej opublikowana w roku 2014 [16].
Zanim to jednak nastapi, nalezy odnotowac, ze zblizonym podejsSciem, ktdre jest stosowane
w literaturze jest metoda fikcyjnej rozgrywki (ang. fictitious play) [[12}21], ktéra polega na roz-
poczeciu poszukiwania stanu réwnowagi od pewnego profilu strategii, a nastgpnie uaktualnianie
strategii kazdego z graczy z osobna, przy zatozeniu, ze strategie pozostatych sa niezmienne. Ta-
kie podejscie, przy odpowiednio dobranym sposobie aktualizacji pozwala uzyska¢ zbiezno$¢
w pewnych klasach gier o sumie zerowej lub gier z petng informacja [[60, 94]. Oba podejscia
maja naturg iteracyjna, jednak metoda z podwdjna wyrocznig ktadzie nacisk na ograniczenie
liczby rozpatrywanych strategii graczy, co jest szczegdlnie istotne w grach wielokrokowych.

Wspomniana metoda dedykowana poszukiwaniu Réwnowagi Nasha w grach w postaci
ekstensywnej o sumie zerowej [16] wykorzystuje posta¢ sekwencyjng wprowadzona w Roz-
dziale 2.4.2] zeby umozliwic rozwazanie strategii pojedynczego gracza w zwartej formie. Z ra-
cji tego, ze w tym podrozdziale bedziemy rozwaza¢ Rownowage Nasha, a nie Réwnowage
Stackelberga, przyjmiemy ze zbiér graczy to N = {1,2}, jako ze zaden z graczy nie ma wy-
réznionej pozycji. Bedziemy tez stosowaé notacj¢ gracz —i, co bgdzie oznaczato przeciwnik
gracza i, czyli odpowiednio —1 := 21 -2 := 1.

Ogdlny zarys metody podwdjnej wyroczni (niekoniecznie w grach w postaci ekstensywne;j

lub sekwencyjnej) jest nastgpujacy:
1. wez podgre oryginalnej gry, ktéra zawiera niewielki podzbior strategii kazdego z graczy,
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2. znajdz stan rOwnowagi w podgrze.

3. Zapytaj kazda z wyroczni o najlepsza mozliwa odpowiedZ przy strategii przeciwnika ze
znalezionego stanu rownowagi. JeSli ktdras z tych strategii nie jest w podgrze, rozszerz

podgre o te strategie i przejdZ do punktu 2. W przeciwnym przypadku zakoncz algorytm.

W przypadku omawianej metody, gdzie stosujemy postaé sekwencyjna, poczatkowa podgra
moze nie zawiera¢ wszystkich mozliwych zbioréw informacyjnych, a co za tym idzie, w pelne;j
grze beda istnialy sekwencje, ktérych nie da si¢ zagra¢ w podgrze. Gtéwnym wktadem przyto-
czonej pracy jest zastosowanie technik, ktére pozwola zastosowaé metode podwdjnej wyroczni
1 zagwarantuja jej zbiezno$¢ mimo tego problemu.

Pierwszym krokiem jest zdefiniowanie pojgcia strategii domyslnej — w kazdym zbiorze in-
formacyjnym wyznaczamy jeden ruch jako ruch domyslny, ktéry bedzie uzywany do wyliczania
wyplat, gdy dany zbior informacyjny nie jest czgscig podgry. Nie chodzi tu o zastosowanie heu-
rystyki wybierajacej ruch w jakikolwiek sposob obiecujacy lub optymalny, a deterministyczny
wybor ruchu. Z racji tego, ze méwimy o podejsciu algorytmicznym, moze to by¢ po prostu ruch
w pierwszej komoéree tablicy dostepnych ruchéw. Zastosujemy oznaczenie D : T — | J,. 4 A,
ktéry kazdemu zbiorowi informacyjnemu I € Z przypisze domyslng akcj¢ ze zbioru A(7).

Korzystajac z domysSlnych strategii mozna dla zadanej gry I' = (N, S, Z, p, A, u,T) zde-
finiowac podgre indukowang przez pewne podzbiory sekwencji pierwszego (32)) oraz drugiego
(X)) z graczy TV(3), %) = (N, S, 2, p/, A,/ ,T'). Poza zbiorem graczy, ktéry pozostaje
niezmieniony, elementy podgry sa definiowane przez wybrane zbiory sekwencji w sposéb opi-
sany ponizej. Dla uproszczenia mozna zatozy¢, ze zbiory X i 3, sa domknigte ze wzgledu na
operacje prefiksu, to znaczy ze jesli pewna sekwencja o nalezy do zbioru, to naleza do niego

wszystkie prefiksy tej sekwencji, wlaczajac w to prefiks pusty.

» Zbiory §’'i Z'. Niech H' — zbiér takich weztéw drzewa gry, (zardwno nieterminalnych,
jak i terminalnych), dla ktérych sekwencje ruchéw graczy, ktére do nich prowadza naleza
do odpowiednich zbioréw X, formalnie H' = {h € S U Z|oi(h) € ¥} A 02(h) € ¥}
Zbiory ¥ sa domknigte ze wzgledu na prefiksy, w zwiazku z czym w zbiorze H' mamy do
czynienia nadal z drzewem i korzen oryginalnego drzewa jest korzeniem nowego drzewa.
Nie jest zachowany natomiast stan bycia wezlem wewngtrznym lub liSciem. Czg$¢ we-
76w wewnetrznych mogta sig sta¢ 1i§¢mi, poniewaz do zboru H' nie trafity ich nastepniki.
W zwiazku z tym zbiér S’ bedzie zawierat tylko te elementy H', ktére maja nastepniki
w H' a zbiér Z' pozostate elementy, formalnie S’ = {s € H'|3a € A,3s' € H'0,(5)(s') =
Op(s)(8)a}, natomiast Z' = Z_ U 2, gdzie Z, = H' n Z,a 2] = H' n S\S'. Zbiory Z.,
i Z] to odpowiednio liscie ktore byty lis¢mi réwniez w oryginalnej grze i liscie ,,nowe”.

Podziat ten bgdzie istotny przy definiowaniu funkcji wypfat.

* Funkcja definiujaca gracza wykonujacego ruch bgdzie oryginalng funkcja p z dziedzing

obcigta do zbioru S, p/ = pl|s.

80



3.6. METODY WYKORZYSTUJACE PODWOJNA WYROCZNIE

* Podobnie rodzina zbioréw akcji jest obcigta po pierwsze tylko do akcji wychodzacych
z weztow &', a po drugie kazdy ze zbioréw akcji jest obciety tylko do tych akcji, ktdre
prowadza do weziéw w zbiorze H', czyli nowym drzewie gry. Dla kazdego zbioru akcji
A, zdefiniujmy zbidr akcji w grze ograniczonej A, = {a € A |Is' € &' seqys)(s') =
seqp(s)(s)a. Zbiér A’ bedzie zawieral wszystkie niepuste ograniczone zbiory akcji A" =

{ALJAS # ).

* Struktura zbioréw informacyjnych zostaje zachowana, ale zawiera tylko wezty ze zbioru
ST ={InSNTeIAInS #T}.

* Jedynym nietrywialnym elementem sa funkcje wyptat u.. Dla lisci w podgrze, ktére byty
réwniez 1isSémi w oryginalnej grze, wyptaty pozostaja niezmienione. Konieczne jest jed-

nak zdefiniowanie wyptat dla nowych lisci. Dla kazdego z graczy ¢ funkcja wyplaty

/
i

w oryginalnej grze. W przeciwnym wypadku wyplata gracza ¢ jest ustawiana na wy-

u,(2'), bedzie wynosita wyplate z pierwotnej gry w;(2’), jesli 2’ byt réwniez liSciem
nik rozgrywki, gdzie gracz ¢ gra od punktu 2z’ strategi¢ domyslna D;, a gracz —i gra
najlepsza odpowiedzZ (efektywnie jest to gra dla jednego gracza — —i, wigc wyliczenie
najlepszej odpowiedzi jest duzo mniej kosztowne niz w grze dla dwoch graczy). Tak do-
brane wyplaty maja dwie cechy: po pierwsze jest to dolne oszacowanie wyptaty gracza .
Po drugie powoduje, ze gra przestaje spetnia¢ warunek zerowej sumy. Taki dobér wyptat
jest jednak konieczny do gwarantowanej zbieznosSci catego procesu, co autorzy dowodza

w Twierdzeniu 5.5 w pracy [16].

Algorytm [3.4] przedstawia dziatanie opisywanej metody. Rozpoczynajac od podgry indu-
kowanej przez mata liczbg sekwencji kazdego z graczy, nastgpnie podgra rozwigzywana jest
programem liniowym zaprezentowanym w kolejnym akapicie, ktéry znajduje Rownowage Na-
sha korzystajac z postaci sekwencyjnej gry o sumie zerowej. W nastgpnym kroku dla kazdego
z graczy stosowana jest wyrocznia, ktéra znajduje sekwencj¢ ruchéw gracza bedaca optymalng
odpowiedzig na strategi¢ przeciwnika znaleziong przez program liniowy. Jesli ktora$ z wyroczni
znajdzie sekwencj¢ nie nalezaca jeszcze do podgry, podgra jest rozszerzana i procedura jest po-

wtarzana.

Poszukiwanie Rownowagi Nasha realizowane jest poprzez rozwiazanie ponizszego pro-
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Algorytm 3.4: Metoda poszukiwania Réwnowagi Nasha w grach w postaci eksten-
sywnej o sumie zerowej, wykorzystujaca mechanizm podwdjnej wyroczni [16].

Y| < nieduzy podzbiér sekwencji gracza 1;

Y, « nieduzy podzbiér sekwencji gracza 2;

Y1~

Yo —

while X} # ¥, v £ # ¥y do

21 <« 2/1,

22 <« 2/2,

Rozwiaz gre IV (X1, ¥p) programem liniowym —;

27 < najlepsza odpowiedzZ gracza 1 wedtug wyroczni; 5 < najlepsza odpowiedZ
gracza 2 wedtug wyroczni; ¥} — X, U X7

10 Yy — YU Xl

1 end

o 0 NN N T R W N =

gramu liniowego dla kazdego z graczy ¢ = 1,2 [75, Rozdziat 5]:

nlziiux V() (3.58)
z zachowaniem ograniczen
VI o) — > v < uilor,0-)i(oy) Vo, e¥;  (3.59)
I'eT_jlo_i(I')=o_; oe%
i) =1 (3.60)
Ylae A(L)(oia) = ¥(o;) Vo, =o(I)|l;€Z;  (3.61)
Yi(o;) <0 Vo, € ;. (3.62)

Program ten daje prawidtowy wynik tylko w przypadku gier o sumie zerowej. Ogranicze-
nia (3.60)—(3.62) gwarantuja, ze zmienne ) definiuja poprawny plan realizacji strategii w po-
staci sekwencyjnej i odpowiadaja wprost warunkom z Definicji [2.23] Ograniczenie (3.59) wy-
musza zalozenie ze przeciwnik wybierze taka strategig¢, ktéra bedzie jego najlepsza odpowie-
dzia. Z racji tego, ze rozwigzujemy ten sam program dla obu graczy, gwarantuje to, ze znale-

ziona para strategii bedzie stanem Réwnowagi Nasha.

Algorytm wyroczni. Algorytm wyroczni opiera si¢ o przeszukiwanie drzewa oryginalne;j
gry z perspektywy gracza i. Przed przeszukiwaniem strategia gracza —: wyliczona dla podgry
jest uzupetniana do strategii w pelnej grze poprzez wybor ruchéw wedtug strategii domysSlne;j
we wszystkich zbiorach informacyjnych, ktére nie naleza do podgry. Dla tak ustalonej strate-
gii przeciwnika, przeszukiwane jest drzewo gracza ¢. Przeszukiwanie realizowane jest metoda
wglab, z zapamigtywaniem najlepszego dotad znalezionego rezultatu, co pozwala obciaé czgsé
galezi przeszukiwania, ktére nie maja szansy poprawié najlepszego znanego rozwiazania.

Tak zbudowana metoda iteracyjna zbiega do Rownowagi Nasha dla kazdej gry o sumie ze-
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rowej, co autorzy pokazuja w Twierdzeniu 5.5 [[16]. Analizujac konstrukcj¢ zaproponowane;j
tu metody mozna zauwazy¢, ze, podobnie jak w metodach generowania kolumn i ograniczen,
polozono tu nacisk na ograniczenie przestrzeni dostgpnych ruchéw graczy (tu konkretnie se-
kwencji). To wzmacnia obserwacje, ktérej dokonaliSmy przy poprzednich metodach, ze klu-
czowe w grach wielokrokowych jest uniknigcie przeszukiwania wszystkich mozliwych profili
strategii graczy. Metoda podwdjnej wyroczni jest wyjatkowo interesujaca z punktu widzenia
,migkkich” metod sztucznej inteligencji, co zauwazaja autorzy przytaczanej pracy, poniewaz
zastgpujac wyroczni¢ heurystyczng metoda przeszukiwania (potencjalnie bez gwarancji wy-
boru najlepszej mozliwej sekwencji) na przyktad probkowaniem Monte Carlo mozna osiagnaé

jeszcze krotsze czasy obliczefi.

3.7 Metody dedykowane calej klasie gier wielokrokowych o

sumie niezerowej

Wszystkie zaprezentowane dotad podejsScia byty dedykowane specyficznym podklasom gier.
Techniki stosowane w tych podejsciach stanowig inspiracj¢ dla metod proponowanych w Roz-
dziale ] rozprawy, jednak nie jest mozliwe uczciwe poréwnanie skutecznosci i wydajnosci tych
metod z metodami specyficznymi dla dziedziny. W tym podrozdziale zaprezentujemy trzy me-
tody, ktére mozna stosowac do klasy gier wielokrokowych z niepetng informacja o sumie nie-
ZErowej.

Te trzy metody zostaly poréwnane w eksperymentach prezentowanych w Rozdziale |z me-
todami proponowanymi w rozprawie.

Wszystkie wspomniane metody wykorzystuja posta¢ sekwencyjna do efektywnego rozwia-
zywania gier z uzyciem programu liniowego, w zwiazku z tym w tym podrozdziale bedziemy
wykorzystywaé notacje wprowadzona wraz z definicja postaci ekstensywnej 1 postaci sekwen-
cyjnej w rozdziatach 1 Bedziemy stosowac rozszerzona notacje wyptaty u;(o;, o).
W przypadkach, gdy para sekwencji podana w nawiasach wskazuje na iS¢ gry, bedzie to wy-
ptata w tym liSciu. W pozostatych przypadkach, to znaczy zaréwno, gdy para sekwencji pro-
wadzi do wezla niebedacego liSciem, jak i gdy para sekwencji nie jest ze sobg zgodna w mysl
Definicji bedziemy przyjmowac odpowiednie u;(0;, of) = 0. Takie podejscie uprosci za-
pis, a w praktyce spowoduje ze sktadniki sum liczacych wyptaty wyzeruja si¢ dla par sekwencji,

ktére nie prowadza do lisci.

3.7.1 Program liniowy wykorzystujacy posta¢ sekwencyjna do poszuki-

wania Réwnowagi Stackelberga

W roku 2015 zostata opublikowana praca [17], ktéra proponuje program liniowy znajdujacy

Roéwnowage Stackelberga z uzyciem sekwencyjnej reprezentacji gry. Opisywany program 13-
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czy w sobie cechy programu DOBSS, ktéry dziala na grach w postaci normalnej i reprezentacji
strategii uzywanej na przyktad w programie poszukujacym Réwnowagi Nasha (3.58)—(3.62).
W rozdziatach pracy prezentujacych eksperymentalna ewaluacje metod, bedziemy t¢ metode
nazywac BC2015 od inicjatéw autoréw i roku publikacji. W zaproponowanym programie linio-

wym wystepuja nastgpujace rodziny zmiennych:

o UYy(oy) Vo, € ¥, € [0,1] — zmienne opisujace plan realizacji lidera, zgodny z Defini-
cja2.23,

* Yr(oy) Vo e ¥y € {0,1} — zmienne binarne opisujace plan realizacji nasladowcy,

* p(z) Vz € Z — zmienne reprezentujace prawdopodobienstwa znalezienia si¢ w zada-

nym lisciu drzewa gry, gdy gracze wybiorg plan realizacji opisany zmiennymi ).

* Vs VI € 7 — zmienne pomocnicze przechowujace wartos¢ oczekiwana wyptaty na-
Sladowcy po osiagnigciu zadanego zbioru informacyjnego, gdy zagrany zostanie profil
strategii definiowany przez zmienne 1. Te zminne postuza do zapewnienia, ze odpowiedZ

nasladowcy jest optymalna.

* S, Vo € Yy — zmienne slack, ktére zapewnia odpowiednio rowny badz mniejszy

;
rowny w poszczegdlnych warunkach na optymalnosé odpowiedzi.

Program optymalizuje warto$¢ oczekiwana wyptaty lidera:

p7w7v'8

max Z p(2)u(2) (3.63)
€Z
Plany realizacji obu graczy sa ograniczone zgodnie z definicja:

Vi) =1 Vie N (3.64)
Y ae A(L)v(oia) = ¢(0;) VieN Vo, =o(L)|; €T, (3.65)

Nastepnie zdefiniowano ograniczenia na zmienne p, ktére maja wskazywaé na prawdopodo-
biefistwo odpowiednich lisci, czyli mie¢ wartos¢ iloczynu prawdopodobiefistw zagrania odpo-
wiedniej sekwencji ruchow przez kazdego z graczy. Korzystajac z faktu, ze zmienne 1)y sa

binarne, mozna uniknaé zapisywania iloczynu wprost i rozbi¢ to na dwa ograniczenia:

0 < p(2) < hi(oy(2)) Vze Z (3.66)
0 <p(2) < vy(os(z)) Vze Z, (3.67)
(3.68)

co gwarantuje, ze jesli odpowiednie (o s(2)) jest 0, to p(z) tez wyniesie 0. Nie ma jednak

gwarancji, ze jesli ¥¢(of(2)) jest 1, to warto$¢ p(x) osiagnie wartos¢ réwna ¢;(0;(z)). Aby
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zagwarantowac, ze ta warto$¢ bedzie nie mniejsza, wymuszono, zeby prawdopodobienstwa liSci

sumowaty si¢ do 1:

1= Zp(z). (3.09)

2€Z
Ostatnim elementem programu jest wymuszenie, aby sekwencje nasladowcy, dla ktérych ¢ ¢(o )
jest 1 definiowaly optymalna odpowiedzZ nasladowcy. Zdefiniowano po jednym ograniczeniu na
kazdy punkt decyzyjny nasladowcy. Kazde z tych ograniczen bgdzie gwarantowac, ze w danym
punkcie decyzyjnym zmiana decyzji nie poprawi wyniku. Technicznie nie bedzie to pojedyncze

ograniczenie, ale para ograniczen zwiazana z kazda sekwencja nasladowcy.

0< 55, < (1—y(oy))M Vo, e ¥, (3.70)
VIt(op) = Soy + Z v+ Z 1/1[(0’[)Uf(0'170'f) VO’f € Ef (3.71)
[’EIf|O’f([/)=0'f g1EY

Pomocnicze ograniczenie stuzy do wymuszenia warto$ci 0 odpowiedniej zmiennej slack,
gdy ¥¢(oy) jest jedynka, a w pozostatych przypadkach zezwolenie aby odpowiednia zmienna
przyjeta dowolng warto$¢ nieujemna. Gléwnym ograniczeniem jest (3.71)). Dodanie zmienne;
slack do prawej strony tego ograniczenia nalezy interpretowac jako ograniczenie rownosciowe,
gdy ¢¢(oy) jest 0 i mniejsze lub réwne w przeciwnym przypadku. Jesli pominiemy zmienna
Soy» Prawa strona tego ograniczenia jest sumg dwoch sum. Zmienne vy przechowujg iloczyn
prawdopodobienistwa trafienia do zbioru informacyjnego / i wartoSci oczekiwanej wyptaty pod
warunkiem trafienia do tego zbioru. Pierwsza z sum to wartosci oczekiwane z weziéw ponizej
zbioru informacyjnego w ktérym wykonywany byt ostatni ruch z sekwencji 0. Druga suma,
iloczyn prawdopodobienistwa trafienia do danego liScia przy strategii lidera definiowanej przez
zmienne 1;(0;) przy zalozeniu zagrania przez nasladowce sekwencji o . Ograniczenie méwi, ze
dla wszystkich sekwencji nie wybranych przez zmienne v;(os) ta suma powinna by¢ mniejsza
lub réwna od odpowiedniego vy, a dla oy, ktdre sa wybrane, powinna zachodzi¢ réwnos¢. To
gwarantuje, ze zmienne (o r) wskazuja optymalna odpowiedz nasladowcy.

Eksperymenty przeprowadzone przez autoréw pracy wskazuja jednoznacznie, ze ta metoda
jest znacznie szybsza od metody DOBSS zastosowanej do gier w postaci ekstensywnej w po-
staci normalnej po transformacji Harsdnyiego. Skalowalno$¢ tego podejscia jest jednak nadal
ograniczona, ze wzgledu na koniecznoS¢ opisania catej struktury gry jednym programem linio-
wym. Powoduje to, ze dla duzych gier zaréwno czas obliczen, jak i zajgto$¢ pamigci staje si¢

problemem.

3.7.2 Metoda oparta o skorelowane stany rownowagi

Poza konieczno$cia uwzglednienia w metodzie BC2015 wszystkich mozliwych sekwencji gra-
czy, istotnym problemem jest tez duza liczba zmiennych binarnych. Kazda sekwencja ruchéw

nasladowcy odpowiada jednej zmiennej binarnej w programie. Opublikowana niewiele pdZniej,
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bo w roku 2016 [87]] metoda oparta o Skorelowany Stan Réwnowagi Stackelberga w Grach
w Postaci Ekstensywnej (ang. Stakclebrg Extensive Form Correlated Equilibrium, SEFCE) [18]
i jego stopniowe poprawianie w celu usyskania Rownowagi Stackelberga charakteryzuje sig¢
mniejsza liczba zmiennych catkowitych w rozwiazywanych programach liniowych. W dalsze;j
czesci pracy bedziemy odnosic si¢ do tej metody poprzez C2016 — inicjal pierwszego autora
i rok publikacji. Zanim przystapimy do wyjasniania modus operandi tej metody, konieczne jest

jednak objasnienie czym sa Skorelowane Stany Réwnowagi.

Skorelowana Réwnowaga w grach w postaci normalnej

Najpierw wprowadzimy pojecie Skorelowane] Rownowagi (ang. Correlated Equilibrium) [5]]
w grach w postaci normalnej. Skorelowana Rownowaga polega na udziale w procesie wyboru
strategii zewnetrznego bytu niezwigzanego z zadnym z graczy. Byt ten losuje profile strategii
prostych w grze (krotki zawierajace strategi¢ prosta kazdego z graczy), a nastgpnie podaje do
wiadomosci kazdemu z graczy jaka strategia zostala wylosowana dla niego. Taka wylosowana
i przekazana do wiadomosci strategi¢ bedziemy nazywaé rekomendacja. Kazdy z graczy zna
tylko wynik losowania dotyczacy jego strategi, ale nie wie co wylosowali pozostali gracze.
Rozklad prawdopodobienistwa z ktérego losuje profile byt zewnetrzny jest jednak publicznie
znany. Oznacza to, ze kazdy z graczy jest w stanie wyznaczy¢ warunkowe prawdopodobienstwa
wystapienia konkretnych strategii przeciwnikéw, gdy on otrzymal pewna strategi¢. Skorelowa-
nym stanem réwnowagi nazywamy sytuacje¢, gdy podmiot losujacy wybiera profile z takiego
rozktadu, ze zaden z graczy nie poprawi warto$ci oczekiwanej swojego wyniku gry poprzez

zagranie strategii innej niz wylosowana przez losujacego.

Definicja 3.2. Skorelowana Réwnowaga. /5] Dana jest gra w postaci normalnej dla dwoch gra-
czy: kolumnowego i wierszowego N = {r.c}. Niech 11 = 11, xI1.. bedzie zbiorem wszystkich pro-
fili strategii prostych w tej grze. Oznaczmy przez p : 11 — [0,1] punkcje opisujacq rozktad praw-
dopodobieristwa nad przestrzeniq 11, czyli taka, Ze ), ; p(7) = 1. Zdefiniujmy funkcje pomoc-
nicze opisujqce strategie brzegowe kazdego z graczy i € N jako p; : m; — Zw,ien,i p(mi, 7).
Ponadto niech oznaczmy zbior wszystkich funkcji definiujqcych rozktad prawdopodobieristwa
strategii prostych (strategie mieszanq) gracza i przez Q; = {q; : Il; — [0,1]| X .y, ¢i(mi) = 1}

Funkcje p bedziemy nazywac Skorelowanym Stanem Rownowagi, jesli dla kazdego z graczy

i € N spetniona jest nastgpujaca wtasnoscé:

Vg € Q; Z Z pi(ﬂi)Pfi(Wfi)Ui(Wi,Wfi)> Z Z Qi(ﬁi)p7i<7rfi)ui<7ri77rfi)

7T¢€Hi TF,l‘GH,i 7T7;€H1‘ 7T,1‘€H,7;
(3.72)
Podstawowa definicja skorelowanej réwnowagi nie jest zwiazana z grami Stackelberga,
w szczegdlnosci jest w petni symetryczna. SEFCE jest modyfikacja tego pojecia dla gry w po-
staci ekstensywnej, gdzie w kazdym zbiorze informacyjnym gracz moze otrzymac nowa reko-

mendacje, a nastgpnie dostosowanie koncepcji do gier Stackelberga poprzez ustalenie, ze to
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lider jest strong decydujaca o rozkladzie prawdopodobiefistwa ruchéw. W przeciwienstwie to
Skorelowanej Rownowagi, losowanie nie jest wykonywane jednostopniowo, a kolejne ruchy sa
losowane przez lidera wraz z osiaganiem kolejnych stanéw. To oznacza, ze nasladowca moze
otrzymac rekomendacj¢ bedaca rozktadem prawdopodobienstwa, poniewaz lider nie wylosowat

jeszcze konkretnego ruchu w stanie ponizej biezacego wezta gry.

Definicja 3.3. SEFCE. [/8|] Rozktad prawdopodobieristwa ¢ nad profilami strategii prostych 11
bedziemy nazywac Skorelowanym Stanem Rownowagi Stackelberga w Grach w Postaci Eksten-

sywnej (SEFCE), jesli spetnione sq oba nastepujqce warunki:

o W kazdym stanie s bedqcym punktem decyzyjnym nasladowcy, nasladowca na podstawie
biezqcego zbioru informacyjnego Iy, w ktérym sig znajduje oraz rekomendacji od lidera,
ktora jest warunkowym prawdopodobieristwem zagrania poszczegolnych ruchow ze stanu
I+ pod warunkiem, Ze zostaly zagrane ruchy lidera prowadzqce do stanu s nie jest w stanie

uzyskac wyzszej wyptaty niz grajqc zgodnie z otrzymang rekomendacjq.

* wartos¢ oczekiwana wyptaty nasladowcy gdy grane sq ruchy z rozktadu ¢ jest maksy-
malna sposrod wszystkich rozktadow spetniajqcych pierwszy warunek. Remisy rozstrzy-

gane sq na korzysc lidera.

Podobnie jak w przypadku Réwnowagi Nasha i Skorelowanej Réwnowagi, réwniez tu wy-
plata lidera w stanie Rownowagi Stackelberga jest nie wigksza niz wyptata lidera w SEFCE [_87,
Twierdzenie 2.].

Ponadto autorzy wspomnianej pracy pokazuja, ze Rownowage Stackelberga mozna zdefi-
niowaé poprzez rozszerzenie punktu pierwszego definicji SEFCE o wymaganie, ze rekomenda-
cje dla nasladowcy musza by¢ strategiami prostymi i musza by¢ niezalezne or ruchéw zagra-
nych przez lidera [87, Twierdzenie 1.]. Jesli rekomendacje dla nasladowcy maja takie wiasnosci
bedziemy je okreslac jako spéjne. W przeciwnym wypadku bedziemy mowili o rekomendacjach
niespéjnych. Wiasnie to twierdzenie jest podstawa zasady dziatania metody C2016. W pierw-
szym kroku dla danej gry znajdowane jest SEFCE. Nastepnie rozwiazanie przegladane jest
pod katem rekomendacji dla nas§ladowcy, ktére nie sa strategiami prostymi lub nie sa nieza-
lezne od wyboréw lidera. Nastgpnie dodawane sa ograniczenia do programu linowego w miej-
scach, gdzie byly podane niesp6jne rekomendacje i program rozwigzywany jest ponownie. Krok
sprawdzenia i dodania ograniczen powtarzany jest tak dtugo, az wszystkie rekomendacje dla na-
Sladowcy spelniaja warunki Réwnowagi Stackelberga. Autorzy metody proponuja trzy techniki
wprowadzania nowych ograniczen, ktére oméwimy dalej. Gtéwna petla metody jest podsumo-
wana w Algorytmie Zmienna M przechowuje kolejke par zestaw ograniczen do dodania do
programu liczacego SEFCE i ograniczenie gérne na wyptatg lidera w stanie ROwnowagi Stac-
kelberga (o ile zastosowanie tych ograniczen prowadzi do uzyskania w kolejnych krokach Réw-
nowagi Stackelberga, bo moze prowadzi¢ do programu sprzecznego). Zmienna L3 to wyptata

lidera dla najlepszego znanego dotychczas kandydata na Ré6wnowage Stackelberga — takiego
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Algorytm 3.5: Giéwna petla metody C2016 [87, Algorytm 1.]

M {(=, D)

2 LB «— —oo;

3 8 <« nil;

4 while M # @A MaxFirst(M) > LB do
5 (UB,r) < MaxByFirst(M);

M — M\(UB,r);,

P <« program lili z dodanymi ograniczeniami 7;

6
7
8 Solve(P);
9

if IsFesible(P) then
10 (U, s') < Solution(P);
11 7' < InconsistientRecommendations(s’);
12 if 7/ # (& then
13 if U > LB then
14 LB« U;
15 5« s
16 end
17 else
18 M — Mu RestrictionsToTry(Z')// Jeden z wariantéw SI-LP,
SI-MILP, AI-MILP
19 end
20 end
21 end
22 return s;
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rozktadu prawdopodobienistwa w ktérym rekomendacje dla nasladowcy bgda spetniaty warunki
Réwnowagi Stackelberga (natomiast strategia lidera nie musi by¢ strategia optymalna). Poczat-
kowo nie ma zadnego kandydata, wigc przyjmujemy —oo. Gléwna pgtla wykonywana tak dtugo,
jak w kolejce M jest zestaw ograniczen, ktéry moze poprawié¢ L B. W kazdym przebiegu wybie-
rany jest jeden z potencjalnie poprawiajacych LB zestawOw ograniczen, stosujemy heurystyke
wybierajaca wariant o najwyzszym ograniczeniu gérnym. Dla wybranego zestawu ograniczen
rozwiazywany jest program liniowy wyliczajacy SEFCE z dodanymi ograniczeniami wyjetymi
z kolejki. Jesli we wszystkich punktach decyzyjnych naSladowcy rekomendacja jest spdjna,
to znalezione rozwiazanie jest kandydatem na rozwigzane — sprawdzane jest czy poprawia
wyplatg nasladowcy i jesli tak, jest to nowy kandydat na najlepsze rozwiazanie. Jesli istnieja
rekomendacje niespdjne, to stosujac metody opisane dalej do kolejki M dodawane sa nowe ze-
stawy ograniczen. Dodawane ograniczenia sg rozszerzeniem ograniczefh wyjetych w tej iteracji
z kolejki o ograniczenia, ktére maja zapewni¢, ze w zbiorach informacyjnych, w ktérych bie-
zace rozwiazanie daje niespdjne rekomendacje nasladowcy, rekomendacje beda spdjne (moze
to jednak spowodowac powstanie niespdjnych rekomendacji w kolejnych zbiorach informacyj-
nych, co zostanie rozwiazane poprzez dodanie kolejnych ograniczenn w dalszych iteracjach).
Moze si¢ réwniez zdarzy¢, ze niektére z proponowanych ograniczenn doprowadza do tego, ze

program begdzie sprzeczny. Wtedy algorytm przechodzi do kolejnego zestawu ograniczen.

Program liniowy wyliczajacy SEFCE. W metodzie BC2015 program liniowy wykorzysty-
wal plany realizacji (prawdopodobienistwa sekwencji strategii) zamiast definiowania prawdo-
podobienstwa dla kazdej ze strategii prostych gracza. W programie wyliczajacym SEFCE za-
proponowanym w pracy [|18] zastosowana jest podobna technika, ale do rozktadu prawdopo-
dobienstw profili strategii. Zastosowane podejScie jest nazywane planem korelacji (ang. cor-
relation plan). Zamiast definiowaé prawdopodobienstwa kazdej parze strategi prostych lidera
i nasladowcy, definiujemy prawdopodobiefistwo Ze zostang zagrane pary sekwencji ruchow.
W grach z doskonala pamigcia oba sposoby definiowania rozktadu profili strategii sa réwno-
wazne, co jest wykazane w pracy [18]]. Ograniczenia na wartoSci prawdopodobienistw poszcze-
gblnych par sekwencji sa uogélnieniem warunkéw dla planu realizacji dla strategii behawio-
ralnej. W programie liniowym bedziemy mieli rodzing zmiennych p(oy,0¢) € [0,1] Vo, €
>, 05 € Xy, ktdre beda opisywac prawdopodobienstwa w planie korelacji, a maksymalizowana

bedzie warto$¢ oczekiwana wyplaty lidera:

max Z Z plo, op)w(oy, op). (3.73)

0'1621 afeEf

Zmienne p beda ograniczone tak, aby prawdopodobienstwa sekwencji wydtuzonych o jeden
ruch sumowaly si¢ do prawdopodobienstwa sekwencji niewydtuzonej, oddzielnie w wymiarze

o, 1 oddzielnie w wymiarze o ;. Prawdopodobienstwo zagrania pary sekwencji pustych bedzie
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analogicznie jak w przypadku planéw realizacji réwne 1:

(D, ) =1 (3.74)

ploi(l),op) = >, plo(l), o) VIel, Vosely (3.75)
acA(I)

plor,og(D)) = > plo,og(D)) VieI; Yo e¥ (3.76)
acA(I)

Nastepnie definiowane sa ograniczenia wynikajace z definicji SEFCE — zapewnienie, ze w kaz-
dym zbiorze informacyjnym rekomendacja dla nasladowcy jest optymalna — nasladowcy nie
oplaca si¢ graé inaczej niz wedtug rekomendacji. W tym celu w programie linowym pojawia
si¢ dwie rodziny zmiennych v. Koncepcyjne te zmienne sg zblizone do zmiennych v z pro-
gramu BC2015, gdzie konieczna byta gwarancja optymalnej odpowiedzi nasladowcy. Pierwsza
rodzina zmiennych to v(of) € R Vo 8%, to wyptata nasladowcy przemnozona przez praw-
dopodobienstwo sekwencji o, jesli nasladowca bedzie si¢ przez caly czas kierowal otrzymy-
wanymi rekomendacjami. Konstrukcja ograniczenia, ktéra gwarantuje wtasnie takie wartosci
zmiennych v(oy) jest analogiczna to ograniczenia w programie BC2015, gdy zmienna

slack jest wyzerowana:

v(oy) = Z plow,op)ug(on, o) + Z Z v(osa) Voge Xy, (3.77)

g€ IEIf|O’f( )—O'f aEA(I

Druga rodzina zmiennych, v(I,0¢) VI € Iy, 04 € Sigmay, jest wigksza lub réwna wyptacie
atakujacego, gdy nasladowca zagra najlepsza mozliwa dla siebie akcj¢ w zbiorze informacyj-
nym [ przemnozona przez prawdopodobienistwo zagrania sekwencji oy grajac wedtug reko-

mendacji.

v(l,0p) = Z ploy,op)us(oy,o¢(l)a)+ Z v([l',op) VIeZpNop¥s,Vae A(I)

UZGEZ I’GIf|O’f(I’):O'f(I)a
(3.78)
W momencie, gdy plan korelacji spelnia warunki definiujace SEFCE, zachodzi
v(l,op(I)a) = v(or({)a) VIeZs o€, Vae A(l). (3.79)

Program liniowy opisany przez wzory (3.73)—(3.79) pozwala znalez¢ SEFCE. Warto w tym
momencie zaobserwowaé ze ten program liniowy nie zawiera zadnych zmiennych binarnych.
Dodatkowo, autorzy metody proponuja jeszcze uproszczenie tego programu, polegajace na ob-
serwacji, ze czgS¢ par sekwencji lidera 1 nasladowcy nie prowadzi do zadnego wezta w drzewie,
bo zagrania jednego z graczy wykluczaja wystapienie oczekiwanych zbioréw informacyjnych.
Zmienne p(o;,0) odpowiadajace takim parom sekwencji beda zawsze wyzerowane. Mozna
wigc pominaé te zmienne i wszystkie ograniczenia, ktére odnosza si¢ tylko do tego zbioru

zmiennych przy generowaniu programu liniowego, zmniejszajac jego rozmiar.
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Aby w algorytmie generujacym program liniowy wskazaé, ktére z par sekwencji (o, 0¢)
nalezy uwzglednié, a ktére mozna bez straty dla wyniku pominaé, autorzy definiuja pomoc-
nicza relacj¢ Par istotnych sekwencji (ang. Relevant Sequence Pairs), bedaca adaptacja relacji
zaproponowanej w pracy [83]. W programie liniowym zostang uwzglgdnione tylko te zmienne

p(oy, o), dla ktérych odpowiadajace im sekwencje sa w relacji.

Definicja 3.4. Pary istotnych sekwencji. [87] Parg (0, 0¢) € ¥ x ¥ bedziemy nazywadé istotng
wtedy i tylko wtedy, gdy:

'(TfZ@ll/tb

* istnieje para weztow w drzewie gry s, s’ € S Ze s’ jest poprzednikiem s lub s' = s oraz
sekwencja ruchow lidera prowadzqca do s to oy (0,(s) = o) i a ' nalezy do zbioru

informacyjnego z ktérego zostat wykonany ostatni ruch oy (s' € I¢(oy)).

Przedstawiony przed chwilg program liniowy znajduje SEFCE, ale nie gwarantuje znalezie-
nia Réwnowagi Stackelberga. Problemem jest fakt, ze w SEFCE nasladowca moze w swoim
zbiorze informacyjnym otrzymac rézne rekomendacje w zaleznosci od zbioru informacyjnego
widzianego przez lidera, podczas gdy w stanie Réwnowagi Stackelberga decyzja nasladowcy
musi by¢ zalezna tylko od zbioru informacyjnego widzianego przez nasladowce. W linii [[T| Al-
gorytmu wyszukiwane sa wlasnie te przypadki. Nastgpnie stosowane jest jedna procedura
RestrictionsToTry jedna z trzech metod uzupetniajacych program liniowy o dodatkowe
ograniczenia w celu wyeliminowania niespdjnych rekomendacji. Nazwy procedur podane sa

zgodnie z oryginalng praca:

* SI-LP Sposréd wszystkich zbioréw informacyjnych z niespdjnymi rekomendacjami wy-
bierany jest ten, ktory jest najblizej korzenia drzewa gry. Jesli jest ich kilka réwnie blisko,
arbitralnie wybierany jest jeden, ozn. /. Nastepnie dla kazdego ruchu a dla ktérego na-
Sladowca mégt otrzymad rekomendacj¢ z niezerowym prawdopodobieristwem, do kolejki
M ograniczen do rozwazenia dodawane sa aktualne ograniczenia rozszerzone o ograni-
czenie wymuszajace prawdopodobienistwo 1 dla wszystkich rekomendacji ruchu a z tego

zbioru informacyjnego (czyli ograniczenie p(o;, 0(1)a) = 0 dla wszystkich oy).

Takie postgpowanie koncepcyjnie przypomina podejscie Mutilple-LP w poszukiwaniu
Réwnowagi Stackelberga w grach w postaci normalnej, gdzie y kolejno wybra¢ odpo-
wiedZ naSladowcy i dobra¢ do niej strategi¢ lidera. Heurystyka wyboru wezta znajdu-
jacego si¢ najwyzej w drzewie wynika z faktu, ze krok ustawienia na 1 rekomendacji
nasladowcy dla ruchu a zeruje zmienne p(o;, oy) w poddrzewach, do ktérych prowadza
inne ruchy niz a, a co za tym idzie moze wyzerowac pewne zbiory informacyjne, gdzie

wystapily niespdjne rekomendacije.

* SI-MILP W poprzednim wariancie kazdy krok powodowat dodanie do kolejki M tylu

wariantow ograniczen ile ruchéw potencjalnie mogto by¢ rekomendacja odpowiadajaca
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strategii w stanie Roéwnowagi Stackelberga. Drugi wariant r6zni si¢ tym, czym DOBSS
od podejscia Multiple-LP — zastgpuje wiele wariantow programu jednym, w ktérym

wystepuja zmienne binarne.

Zbior informacyjny I jest wybierany tak, jak w wariancie ST — M ILP. Nastgpnie ze-
staw aktualnie rozwazanych ograniczen rozszerzany jest w pierwszej kolejnosci o ro-
dzing zmiennych binarnych ¢, € {0,1} dla kazdego ruchu a, dla ktérego nasladowca
mogt otrzymac rekomendacje z niezerowym prawdopodobienistwem. Do zbioru ograni-
czen dodawane jest ograniczenie wybierajace dokladnie jeden z mozliwych ruchéw —
D uen o = 1, gdzie A jest zbiorem wszystkich potencjalnych a opisanych w poprzednim
zdaniu. Na koniec dodawane sg ograniczenia wymuszajace zaproponowanie rekomenda-

cji a dla ktérej ¢, jest niezerowe: p(oy, o¢(I)a) = q,, dla wszystkich a i wszystkich o;.

Podobnie jak przy przejSciu z Multiple-LP do DOBSS przeszukiwanie przestrzeni metoda
podziatu 1 ograniczen jest teraz realizowane przez solwer, a nie przez petle Algorytmu

poniewaz kolejka M zawiera zawsze nie wigcej niz jeden zestaw ograniczen.

e AI-MILP Ten wariant to odejscie od heurystyki wyboru zbioru informacyjnego mozli-
wie blisko korzenia na rzecz wykorzystania heurystyk solwera MILP. Postgpowanie jest
podobne jak w SI-MILP, jednak zamiast wybiera¢ jeden zbior I, zestaw ograniczen do-
dawany jest dla kazdego zbioru, gdzie wystepuje niespdjna rekomendacja na raz. To mi-

nimalizuje liczbe petli Algorytmu [3.5|na rzecz wigkszych MILP do rozwiazania.

Nastepnie, w pracy [87] autorzy poréwnuja eksperymentalnie poszczegdlne warianty me-
tod. Wyniki pokazuja, ze w zaleznosci od konkretnej wielkosci i struktury gry inny wariant me-
tody moze okazac si¢ najskuteczniejszy. W grach o mniej skomplikowanej strukturze zbior6w
informacyjnych najlepszy wydaje si¢ by¢ wariant SI-LP, podczas gdy AI-MILP dziata szybcie;j
dla pozostatych instancji testowych.

3.7.3 Metoda opata o rozwiazywanie uproszczonych wersji gry

Dwie zaprezentowane wcze$niej metody do gier wielokrokowych charakteryzowaty si¢ poszu-
kiwaniem profilu strategii bedacego doktadnie Réwnowaga Stackelberga. Jednak, ze wzgledu
na fakt, ze w ogélnym przypadku poszukiwanie tej rOwnowagi jest problemem NP-trudnym, to,
oile tylko P # N P, metody doktadne nie beda w stanie osiagna¢ zadowalajacej wydajnosci dla
duzych gier. Metoda opublikowana w 2018 roku w pracy [95] jest rozszerzeniem poprzednich
metod o mechanizm konstruowania mniejszych gier z gry wejsSciowej i poszukiwania Réwno-
wagi Stackelberga w tych uproszczonych grach stosujac metode zaprezentowana w poprzednim
podrozdziale. W anglojezycznej literaturze na takie podejScie stosuje si¢ nazwe abstrahowanie
gry (game abstraction).

Gl6éwna idea metody polega na zwijaniu wielostopniowego poddrzewa gry do drzewa jedno-

poziomowego z ruchami odpowiadajacymi wszystkim mozliwym sekwencjom ruchéw lidera.
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Wyplaty lidera w tym drzewie sa gérnymi oszacowaniami wyptaty lidera. Tak zwinigte pod-
drzewo, odpowiadajace ruchowi i jego kontynuacjom, autorzy pracy nazywaja gadzetem (ang.
gadget). Dla drzewa gry ze zwinigtymi fragmentami wyliczana jest Réwnowaga Stackelberga,
a nastgpnie rozwijane sg tylko te gadzety, ktére weszty z niezerowym prawdopodobieristwem
do stanu rownowagi. W ten sposob czgsS¢ drzewa gry moze nie byC rozwazana, jesli potencjalny

wynik lidera w danym poddrzewie nie ma szans da¢ odpowiednio wysokiej wyptaty.

Algorytm 3.6: Metoda oparta o rozwiazywanie uproszczonych gier (Algorytm 2
w [95])

input: G — gra
1 (M,Y') « expand(root(G),&)// Dostepne ruchy i stan (wezel

drzewa) w korzeniu gry.

2 expansionNeeded «— size(M) > 0;
3 while expansionNeeded do
4
5

for stateh € M do
¥« 3" U createGadget(h)// Uproszczenie notacji: ta suma
oznacza tez usuniecie 1lisgci, ktdére zostaty
zastapione weztami z potomkami

6 end

7 p < solve(d’)// Wyznaczenie strategii w stanie Réwnowagi
Stackelberga

8 | M<—;

9 E « getGadgetsToExpand(p);
10 for stateh € M do

1 (M',Y) «— expand(h,X);

12 M — M u M’

13 end

14 | expansionNeeded — size(M) > 0;
15 end

Ramowy pseudokod tego podejscia przedstawiony jest w Algorytmie Na poczatku two-
rzona jest gra skladajace si¢ z jednego gadzetu — stanu-korzenia, wszystkich dopuszczalnych
ruchéw w tym stanie i, bezposrednio po tych ruchach, lisci bedacych terminalami z gérnym
oszacowaniem wyplaty lidera po danych ruchu. Nastepnie, w linii [/ uproszczona gra jest roz-
wigzywana. Na podstawie rozwiazania wybierane sg te stany, ktérych przeszacowanie, (jako, ze
wyplaty w gadzetach, to oszacowania gérne), moze mie¢ najwigkszy wptyw na wynik. Wybrane
stany sa rozbudowywane do gadzetéw 1 uruchamiany jest kolejny przebieg petli rozwigzujace;.
Catos¢ konczy sig, gdy nie ma juz stanéw ro rozbudowania. W dalszej czgSci tym podrozdziale

zostanie zaprezentowanych sposéb budowania gadzetu i wyboru weztéw do rozbudowy.

Budowa gadzetu. Budowa gadzetu zastgpujacego poddrzewo pod pewnym weztem decyzyj-
nym h lidera odbywa si¢ w nastgpujacy sposob:

1. Przejdz przez wszystkie liScie poddrzewa zakorzenionego w h, dla kazdego liscia z; za-
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pamigtaj pare wyptat graczy (uj, u’).

2. Znalezione pary sa wszystkimi mozliwymi wynikami gry dla graczy, mozna je zobrazo-
wac na plaszczyznie, gdzie wspétrzedna y odpowiada wyplacie lidera, a wspétrzedna x
wyptacie nasladowcy (takie mapowanie wyplat na wspétrzedne ma znaczenie przy kon-
struowani otoczki wypuklej). Ze wzgledu na to, ze nasladowca maksymalizuje swéj wy-
nik, aby otrzymac gérne oszacowanie, mozemy rozwazac jedynie gorng otoczke wypukta
tak otrzymanych punkéw. Przez otoczke rozumiemy tu tamana, w ktérej konice odcinkow,
to znalezione punkty i wszystkie punkty znajduja si¢ pod (w sensie wartosci y) tamana.
Wizualizacje 1 algorytm wyliczajacy famana mozna znaleZz¢ w na Rysunku 4 w przyto-

czonej pracy.

3. Zbuduj poddrzewo ztozone z wezta od ktérego bezposrednio odchodza liscie odpowiada-

jace wierzchotkom tamanej. Do kazdego z lici prowadzi inna akcja lidera.

Uwaga: wybrany wezet h moze by¢ czesciq wigkszego zbioru informacyjnego. W takiej sytu-
acji w zredukowanej grze nowy wezet nie bedzie czescig tego zbioru, to moze prowadzi¢ do

chwilowego przeszacowania wyniku.

Wybor wezltéw do rozbudowy. Jesli w strategii bedacej Rownowaga Stackelberga wystepuja
jakiekolwiek ruchy z weztéw bedacych gadzetami lub jesli w drzewie gry wystepuja (nieko-
niecznie w strategii) wezty ze zbiorow informacyjnych, z ktérych pochodza wezly, z ktérych
zbudowano gadzety, do wyznaczenia ROwnowagi Stackelberga w kolejnej grze, konieczne jest
rozwazenie mniej zredukowanej gry. Dzieje si¢ to poprzez ekspansj¢ gadzetéw z powrotem do
oryginalnych poddrzew, (linia [0]i kolejne w Algorytmie [3.6). Jako gadzety do ekspansji wy-
bierane sa wszystkie wezlty w drzewie, ktére spetniaja warunki z poczatku akapitu 1 zaden z
poprzednikéw wezta nie spelnia wspomnianych warunkéw. Formalng definicj¢ gadzetéw do

wyboru mozna znalez¢ we wzorach (17) i (18) w przytoczonej pracy.

Poprawa wydajnosci poprzez dodanie heurystyk. Jak podkreSlaja autorzy metody, zasto-
sowanie wprost proponowanego podejScia bardzo czgsto bedzie zbyt wolne i1 zbyt kosztowne
pamigciowo, ze wzgledu na rozwijanie bardzo wielu gadzetow mimo potencjalnie niewiel-
kiego zysku i niejednokrotnie bardzo duzej liczbie punktéw we wspomnianej otoczce wypukte;j.

W zwiazku z tym autorzy wprowadzili nast¢gpujace usprawnienia heurystycznie.

* Otoczka wypukta nie musi pokrywac wszystkich punktéw, moga by¢ punktéw, ktére sa

ponad otoczka, jednak nie wyzej niz o zadany wspéiczynnik 9.

* Aby zlagodzi¢ skutki przeszacowania wyptat spowodowane przez poprzedni punkt, do-

dana jest niewielka kara dla lidera, ktéra odeymowana jest od wyptat w gadzetach.

* Rezygnacja z warunku, zeby wszystkie gadzety, ktérych wezty pochodza ze zbioréw in-

formacyjnych niebgedacych singletonami zostaly rozwinigte.
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Szczegobty tych heurystycznych modyfikacji, ktére znaczaco przyspieszajq algorytm sa opi-

sane w przytaczanej pracy.

3.8 Podsumowanie technik stosowanych w literaturze

W istniejacych publikacjach na temat obliczania Réwnowagi Stackelberga techniki, ktére po-
zwalaja zmniejszy¢ czas i pamigé niezbgdne do uzyskania wyniku sg jednym z podstawowych
probleméw. Nie jest to zaskoczeniem, biorac pod uwage fakt, ze w ogélnym przypadku problem
znalezienia Réwnowagi jest NP-trudny. Techniki zaproponowane w literaturze mozemy podzie-
li¢ na dwie kategorie: zwiazane ze szczegdlng postacia gry dla zastosowania i ogélne. Z punktu
widzenia rozprawy bardziej istotne sa techniki majace zastosowanie w szerokich klasach gier,
niemniej jednak ponizej wymienimy propozycje z obu kategorii.

Techniki ogdlne:

TO1 Generowanie ograniczen — o ile efektywne generowanie ograniczen zwykle wymaga
dziedzinowych usprawnien, sama idea tego podejscia jest ogélna i w przypadku poszu-
kiwania R6wnowagi Stackelberga oznacza selektywne przegladanie mozliwych strategii

na$ladowcy.

TO2 Generowanie kolumn — technika ogdlna w tym samym sensie, co poprzednia, tym razem

wiaze si¢ z selektywnym przegladaniem strategii lidera.

TO3 Rozwazanie zredukowanych gier — technika, ktéra ideowo mozna powiazaé z genero-
waniem kolumn i ograniczen, ale SciSle zwiagzana z postacia drzewa gry, a nie programu

liniowego.
TO4 Metoda podwdjnej wyroczni.

TOS Metoda oparta o SEFCE — stosowalna w ogélnej klasie gier, ale jej skutecznos¢ jest
SciSle zwiazana z postacig programu liniowego i trudno jest przenies¢ te ideg na metody

rozwigzywania nie oparte o programy liniowe.

TO6 Metoda podziatu i ograniczen — jest szczegdlnie efektywna w przypadku mieszanych
programéw liniowych, gdzie wystepuja zmienne catkowite, ale nie ma oczywistego prze-

niesienia na inne techniki.
Techniki dziedzinowe:
» Stosowanie strategii brzegowych

Celem badan prezentowanych w tej rozprawie byto stworzenie rozwiazan opartych o me-
tody inteligencji obliczeniowej, ktéra bedzie mogta by¢ stosowana w ogdlnej klasie gier. Efek-

tem przegladu literatury byto wskazanie czterech technik oznaczonych numerami TO1-TO4
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jako takich, ktére moga by¢ inspiracja dla budowy ogdélnych metod nieopartych o programowa-
nie liniowe. Skonstruowane na tej badzie metody sa gldéwnym efektem prezentowanych badan i
sa szczegblowo opisane w kolejnym rozdziale rozprawy.

Warto tez podkreslié, ze w trakcie badan zdecydowaliSmy si¢ nie korzystac¢ z metod dziedzi-
nowych takich, jak strategie brzegowe. Powodem tej decyzji byt fakt, ze takie metody trudno jest
dostosowaé do szerokiej klasy gier. Nawet w przypadku wzglednie prostej zmiany gry SMOS z
sumy zerowej na sume ogdlna (opisanej w Rozdziale [3.5), wymagane bylo gruntowne przebu-

dowanie programu liniowego.

3.9 Istniejace klasy gier testowych

Rozwijanie metod obliczeniowych do rozwiazywania gier, szczegélnie metod heurystycznych,
wymaga réwniez budowy zbioréw testowych, ktére postuza do testowania skutecznosci i szyb-
kosci tych metod 1 pozwola na poréwnanie metod obliczeniowych migdzy soba. W tym pod-
rozodziale zostang zaprezentowane zbiory gier testowych z literatury, ktére sa sekwencyjnymi

grami Stackelberga.

3.9.1 Search Games

Gry on nazwie Search Games (w wolnym ttumaczeniu gry z poszukiwaniem [nasladowcy]) zo-
staty zaproponowane w pracy [|16] i poczatkowo zostaty uzyte do ewaluacji metody wyliczania
Roéwnowagi Nasha w grach z niepetng informacja. W pdzniejszych pracach tych samych auto-
row [17, 87] te gry sa rowniez wykorzystane do badania szybkos$ci dziatania metod obliczaja-
cych Réwnowage Stackelberga. Metody opisane we wspomnianych pracach zostalty oméwione
wczesniej w rozdziatach i

Gra jest zbudowana na bazie skierowanego grafu o specyficznej strukturze. Dany jest graf
skierowany. Gra polega na przemieszczaniu przez graczy swoich jednostek (pionkéw) pomig-
dzy wierzchotkami grafu. Gra podzielona jest na kroki czasowe, w kazdym kroku czasowym
gracze wykonuja ruch jednoczesnie. W kazdym kroku czasowym gracz moze pozostawic kazda
ze swoich jednostek w tym samym punkcie lub przesunaé ja na sasiedni wierzchotek grafu
(uwzgledniajac skierowanie krawedzi). Dodatkowo, w przypadku lidera, jednostki moga si¢
poruszaé tylko w obrgbie ustalonego podzbioru wierzchotkéw grafu. W grafie sa wyréznione 4
wierzcholki: jeden wierzcholek startowy nasSladowcy i 3 wierzchotki docelowe. Gra konczy sie

w jednym z trzech przypadkow:
1. gdy nasladowca zostanie zfapany (procedura fapania opisana jest ponizej),
2. gdy nasladowca dojdzie do jednego z wierzchotkéw oznaczonych jako cel,
3. gdy zostanie osiagnigty z géry zatozony limit krokéw czasowych.

96



3.9. ISTNIEJACE KLASY GIER TESTOWYCH

Kazdej z powyzszych sytuacji towarzysza inne wartosci wyptat, ktére otrzymuja gracze na ko-
niec gry. W pierwszym przypadku, gdy nasladowca zostaje ztapany, lider otrzymuje wyptlate 1,
a naSladowca —2, w przypadku dojscia nas§ladowcy do celu lider otrzymuje wyptatg¢ —1, a na-
Sladowca otrzymuje wyplatg dodatnia, ktora jest specyficzna dla kazdego z celéw i moze by¢
inna w kazdej instancji gry. W przypadku osiagnigcia limitu krokéw czasowych obaj gracze

otrzymuja wyptate 0.

Zlapanie nasladowcy. Ztapanie nasladowcy nastgpuje w jednym z dwéch przypadkéw: gdy
po wykonaniu ruchéw zachodzi sytuacja, ze jednostka lidera i jednostka nasladowcy znajduja
si¢ w tym samym wierzchotku grafu lub w przypadku, gdy istnieja dwa wierzchotki grafu a,b
takie, ze jednostka lidera znajduje si¢ w wierzchotku a i lider zdecydowat si¢ przesunac tg
jednostke do b, w b znajduje si¢ jednostka nasladowcy i nasladowca zdecydowat si¢ ja przesunaé

do a (gracze spotkali si¢ na krawedzi w trakcie przemieszczania sig).

Informacja w grze. Gra charakteryzuje si¢ niepetng informacja. Gracze znaja swoje poczat-
kowe pozycje, ale nie znaja swoich pozycji w grafie. Ponadto nasladowca zostawia §lady. Zo-
stawienie Sladow polega na tym, ze lider, gdy wejdzie na wierzchotek, w ktérym byt wczesniej
nasladowca otrzymuje informacj¢ o tym, ze wierzchotek byt odwiedzony przez nasladowce
(tylko fakt odwiedzenia, bez informacji o czasie). Ponadto gra moze by¢ rozgrywana w dwoch

wariantach:

* naSladowca, gdy zdecyduje si¢ nie rusza¢ do sasiedniego wierzchotka i pozostaje w bie-
zacym na kolejny krok czasowy, zaciera $lady i lider nie otrzyma informacji o §ladach

w momencie wejscia do wierzchotka,

* naSladowca nie moze pozosta¢ w wierzchotku 1 nie ma mozliwoSci zacierania §ladow.

Struktura grafu gry. Grafy wykorzystywane w Seach Games maja bardzo specyficzng struk-
ture, ktdra pozwala wykorzysta¢ mozliwosS¢ obserwacji Sladow przez lidera. Struktura grafu na
ktorym toczy si¢ rozgrywka wystepuje w trzech wariantach, wszystkie sa zaprezentowane na
Rysunku [3.2] Grafy te sktadaja si¢ z trzech réwnolegtych jednokierunkowych Sciezek o réw-
nej dtugosci, na rysunku utozonych poziomo, z lewej do prawej. Na lewo od Sciezek znajduja
si¢ dwa wierzchotki. Wierzcholek startowy nasladowcy i wierzcholek posredni. Wierzchotek
startowy nasladowcy jest potaczony w wierzchotkiem posrednim i wszystkimi wierzchotkami
startowymi Sciezek (krawedzie tylko w jedna strong) Wierzchotek posredni jest potaczony, row-
niez jednokierunkowo ze wszystkimi wierzchotkami poczatkowymi Sciezek. Kazda ze Scie-
zek sktada si¢ z czterech wierzchotkéw. Skrajny prawy, czwarty, wierzchotek kazdej Sciezki
jest wierzchotkiem docelowym nasladowcy. Odpowiadajace sobie wierzchoiki Sciezek tworza
zbiory wierzchotkéw, ktére ograniczaja mozliwosci ruchu jednostek lidera: pierwsza jednostka

lidera jest ograniczona do pierwszych wierzchotkéw kazdej ze Sciezek. Druga jednostka lidera
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Rysunek 3.2: Trzy warianty grafu Search Games. Czerwonym tréjkatem oznaczony wierzcho-
tek startowy nasladowcy. Zielone kwadraty to cele nasladowcy. Wierzchotki otoczone niebieska
linig to ograniczenie ruchéw poszczegdlnych jednostek lidera.

jest ograniczona do trzeciego wierzchotka kazdej ze Sciezek. Do uproszczenia opisu grafu dale;j
bedzie uzyta nastepujaca notacja (x,y) do identyfikowania wierzchotkéw, gdzie = bedzie nume-
rem Sciezki, a y numerem wierzchotka w $ciezce. Pary wierzchotkéw (1,1),(2,1); (2,1),(3,1);
(1,3),(2,3); (2,3),(3,3) sa potaczone krawedziami w obie strony. Potaczenia pomigdzy (1,2),
(2,2) oraz (3,2) zaleza od wariantu grafu. Autorzy wspomnianej pracy zaproponowali trzy wa-

rianty:
1. potaczenie jednokierunkowe (1,2), (2,2) oraz potaczenie jednokierunkowe (3,2), (2,2),
2. potaczenie dwukierunkowe (1,2), (2,2) oraz potaczenie dwukierunkowe (3,2), (2,2),

3. brak potaczen w obrebie tych trzech wierzchotkéw.

3.9.2 Gry z przejmowaniem wezlow (Flip-it game)

Gra Flip-it nazywana tez gra z sekretnym przejmowaniem (ang. game of stealthy takeover),
zostata zaproponowana jako gra do badania r6znorodnych zastosowan zwiazanych z bezpie-
czenstwem sieci komputerowych 1 bezpieczenstwem informacji [29]]. Gra jest rozgrywana na
skierowanym grafie, a w rozgrywce bierze udziat dwéch graczy: obronica i atakujacy. Z kazdm
z wierzchotkéw zwiazane sa dwie liczby dodatnie liczby rzeczywiste: wyptata za posiada-
nie wierzchotka oraz koszt przejecia wierzchotka. Niepusty podzbior wierzchotkéw definiuje
wierzchotki wejsciowe tego grafu. Gra rozgrywana jest przez ¢ rund. Kazdy wierzchotek w kaz-
dej rundzie nalezy do jednego z graczy, przed pierwsza runda wszystkie wierzchotki sa kontro-
lowane przez obronce. Gra nazywana jest flip-it w zwigzku z koncepcja posiadania wierzchot-
koéw analogicznag do gier, gdzie przejmuje si¢ kamienie 1 odwraca si¢ je odpowiednio czarng lub

biata strong do gory.
Przebieg rundy. W kazdej rundzie kazdy z graczy wybiera jeden z wierzchotkéw, ktéry chce
przejac. Jesli spelnione sa wszystkie nastgpujace warunki:

* gracz kontroluje przynajmniej jeden wierzchotek, z ktérego jest krawedz do wierzchotka

przejmowanego lub przejmowany wierzchotek jest wierzchotkiem wejSciowym,

* przeciwnik nie prébuje przejac tego samego wierzchotka,
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* gracz nie kontroluje tego wierzchotka w tej chwili,

to gracz przejmuje wierzchotek w tej rundzie. Po kazdej rundzie do wyptaty kazdego z graczy
jest dodawana suma wyptat za posiadanie wszystkich wierzchotkéw, ktére gracz aktualnie ko-
troluje, a nastgpnie odejmowany koszt przejecia wierzcholka, ktéry gracz prébuje przejaé w tej
rundzie (niezaleznie od tego, czy przejecie zakonczyto si¢ powodzeniem). W trakcie gry gracze
nie sa informowani o tym, ktére z wierzchotkéw kontroluja w danej chwili.

Wymieniona gra, w dwoch wariantach, zostata uzyta do ewaluacji metody opartej o uprasz-
czanie drzewa gry [95] opisanej w Rozdziale Atakujacy petnit role nas§ladowcy, a obronica
— lidera. Autorzy wspomnianej metody rozwazyli dwa warianty gry: bez informacji (No-Info),
gdzie gracze dowiaduja si¢ o sumie swoich wyptat dopiero na koncu gry oraz z informacja
o wyptatach (All-Points), gdzie struktura zbioréw informacyjnych podaje graczom informacj¢
o sumie wyplat uzyskanych w danej rundzie.

W poréwnaniu z poprzednig gra testowa, struktura drzewa tej gry jest bardziej skompliko-
wana: wystepuje duzo wigcej zbioréw informacyjnych (szczegélnie w wariancie All-Points),
mimo, ze liczba akcji w poszczegdlnych zbiorach informacyjnych jest wzglednie mata. Taka
struktura pozwala testowaé to, jak dobrze metoda poszukiwania strategii radzi sobie z czg-

$ciowo ujawniang informacja.
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Rozdzial 4

Proponowane podejsScia do aproksymacji
Rownowagi Stackelberga i sposoby ich

ewaluaciji

Ten rozdzial zawiera tresci kluczowe z punktu widzenia rozprawy doktorskiej. Zaprezento-
wano tu metody obliczeniowe bgdace oryginalnymi wynikami badanh prowadzonych przez au-
tora rozprawy pod kierunkiem promotora. W ramach prowadzonych prac powstaly dwie rézne
metody obliczeniowe. Pierwsza z nich, nazwana Mixed-UCT jest prostsza, da si¢ zastosowaé
tylko do pewnego podzbioru gier wielokrokowych. Metoda ta powstata jako pierwsza, w ra-
mach wstgpnych badan, ktére maty na celu sprawdzi¢ przydatno$¢ metody ukierunkowanego
probkowania drzew gry Upper confidence bound applied to trees (UCT) [50], ktora sprawdza
si¢ w poszukiwaniu optymalnych ruchéw w grach planszowych, do poszukiwania strategii mie-
szanej lidera w stanie Réwnowagi Stackelberga. Druga z metod, nazwana O2-UCT, jest metoda
zbudowana na podstawie wnioskOw z analizy probleméw 1 ograniczen metody Mixed-UCT.
W poréwnaniu z poprzedniczka, O2-UCT moze by¢ stosowana do calej klasy gier z dosko-
nala pamigcia. W poréwnaniu z poprzedniczka, ta metoda w mniejszym stopniu opiera si¢ na
probkowaniu UCT i zbudowana jest z trzech oddzielnych modutéw, co czyni ja bardziej skom-
plikowang od Mixed-UCT.

Uktad tego rozdziatu jest nastgpujacy. W Rozdziale {.1| zaprezentowane sa rodziny gier
uzyte do ewaluacji proponowanych metod, ta sekcja zawiera przede wszystkim opis rodziny
gier testowych powstatych w trakcie prac nad rozprawa. Ponadto przypomniane sa gry testowe,
ktore zostaly oméwione w poprzednim rozdziale i zostaty wykorzystane do analizy skuteczno-
Sci 1 szybkoSci proponowanych metod. Nastgpnie, w Rozdziale 4.2| zaprezentowana jest pierw-
sza z metod, Mixed-UCT. Sekcja ta zawiera motywacj¢ i opis metody oraz wyniki ekspery-
mentalne pokazujace jej przydatnos¢. Nastgpnie, w podobnym uktadzie, w Rozdziale {.3] pre-
zentowana jest metoda O2-UCT. Rozdziat koniczy si¢ podrozdziatem [4.4] w ktérej mozliwosci

i ograniczenia obu metod sg ze sobg zestawione i calo$¢ wynikéw jest podsumowana.
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4.1 Wykorzystane rodziny gier testowych

Ocena skutecznoSci metod heurystycznych zwykle wymaga przygotowania zbiordw instancji
testowych, na ktérych r6zne metody zostang uruchomione i poréwnane na podstawie otrzyma-
nych wynikéw. W niektérych obszarach, na przyktad w optymalizacji globalnej funkcji wielu
zmiennych [57], istnieja popularne zbiory, na ktérych testowane sa metody z danego obszaru.
W przypadku ogdlnej klasy gier Stackelberga nie ma, jak dotad zadnego zbioru tego typu.
Przedstawiony wczesniej przeglad literatury pokazuje, ze wiele metod w obszarze poszuki-
wania Réwnowagi Stackelberga skupia si¢ na jednej podklasie gier. W zwiazku z tym wiele
metod zaproponowanych w literaturze nie jest ze soba w ogdle poréwnywana, ze wzglgdu na
to, ze sa przeznaczone dla roztacznych podklas gier. Brak zbioréw testowych powoduje, ze au-
torzy, ktérzy proponuja metody, ktére dzialaja dla szerokich klas gier, takie jak proponowane
w tej rozprawie, musza proponowac wilasne zbiory gier, ktére pozwolg oceni¢ skutecznos¢ tych
metod.

Do ewaluacji metod zaproponowanych w tej rozprawie postuzyty dwie rodziny gier:

* Warehouse Games — gry rozgrywane na grafie, w ktérych nasladowca prébuje dotrzeé
do jednego z kilku celéw, a lider prébuje go przechwycic. Sa to gry zaprojektowane przez
autora rozprawy na potrzeby poréwnania proponowanych metod z innymi metodami wy-

stepujacymi w literaturze.

* Search Games — opisane w Rozdziale[3.9.1] zaproponowane i uzyte przez autoréw wspo-
mnianych w poprzednim rozdziale metod dzialajacych w ogdlnej klasie gier Stackel-
berga [17].

W dalszej czesci tego rozdziatu zaprezentowany jest sposob konstrukcji rodziny gier Ware-

house Games.

4.1.1 Warehouse Games (gry z obrona magazynu)

Wstepne wersje zbioru gier, budowanego of 2014 roku, ktéry potem zostal nazwany Warehouse
Games zostaly opublikowane w pracach [40, 41, 42]], zbiér w ostatecznej formie, prezentowanej
tutaj zostat opublikowany w pracy [43]] i wykorzystany do ewaluacji metody Mixed-UCT. R6z-
nice pomigdzy wczesniejszymi wersjami, a wersja koncowa dotycza przede wszystkim metody
losowania struktury grafu. W tej rozprawie jest zaprezentowana tylko ostateczna wersja. Zbior
ten zostal w niezmienionej postaci wykorzystany w pdZniejszych pracach opisujacych metode
O2UCT prezentowang dalej[45, 44].

Motywacja. Rozpoczecie prac nad metoda do poszukiwania Réwnowagi Stackelberga w wie-
lokrokowych grach o sumie niezerowej wymagato uzycia zbioru testowego gier, ktéry ma na-

stgpujace wlasnosci:
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* zawiera gry o zréznicowanej liczbie krokéw, dzigki czemu mozna analizowaé skalowal-
nos¢ metody dla gier o réznej dlugosci,

* pozwala na elastyczny dobér wyplat w grze, tak zeby mozna bylo sprawdzaé dziatanie

dla gier blizszych i dalszych sumie zerowej,

 ekstensywna postaé gry posada strukturg. Ten element jest istotny, ze wzgledu na to, ze
cze$¢ prac wykorzystuje catkowicie losowe drzewa gier do ewaluacji metod. Catkowicie
losowe drzewa gier pozwalaja oceni¢ skuteczno$¢ metod, ale scenariusz testowy, gdzie
drzewo jest catkowicie losowe jest oderwany od rzeczywisto$ci, gdzie gry wynikajace

z zastosowan czgsto maja dos¢ regularng strukturg.

Koncepcja. Gry Warehouse Games maja przypominaé sytuacj¢ ochrony budynku przemy-
stowego, np. magazynu, w ktérym znajduja si¢ cenne przedmioty. Gra rozgrywa si¢ grafie,
bedacym prostokatng siatka wierzchotkéw, gdzie nie wszystkie sasiadujace wierzchotki sa ze
soba potaczone. Kilka wierzchotkéw na grafie zawiera cenne przedmioty, ktére chce przejaé
atakujacy (nasladowca). Obronca (lider) prébuje mu w tym przeszkodzi¢. Obaj gracze posia-
daja po jednej jednostce, ktora porusza si¢ po grafie. W kazdej kolejce gracz moze przemiesci¢

si¢ do sasiedniego wierzchotka grafu.

Definicja

Dany jest skierowany graf G = (V,FE), gdzie V' zbiér wierzchotkéw grafu, a E zbiér krawedzi

grafu oraz wyréznione wierzchotki:
* s5; € V — wierzchotek startowy lidera,
* sy € V — wierzchotek startowy nasladowcy,
» Z < V\{ss} — wierzchotki zawierajace cenne zasoby,
funkcje wyplat graczy:
e U ]T : Z — R — wyptaty, zwykle dodatnie, na§ladowcy za przejgcie cennego zasobu,
* U : Z — R — wyplaty, zwykle ujemne, lidera za utrate cennego zasobu,
* U; : V — R - wyptaty, zwykle ujemne, nasladowcy w momencie zfapania przez lidera,
e U : V — R — wyplaty, zwykle dodatnie, lidera, gdy ztapie nasladowce.

oraz T' € N — limit krokéw czasowych gry.
Gra rozgrywana jest w dyskretnych krokach czasowych (rundach). Kazdy z graczy dys-

ponuje jedng jednostka, ktéra w kazdej rundzie przebywa w jakim§ wierzchotku grafu. Przed
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pierwsza runda jednostka lidera znajduje si¢ w wierzchotku s;, a jednostka nasladowcy w wierz-
chotku s. Przed rozpoczeciem kazdej rundy kazdy z graczy wybiera nowa pozycje dla swojej
jednostki. Moze to by¢ albo pozycja biezaca (gracz pozostaje w tym samym miejscu, w ktéorym
byt) albo wierzchotek do ktdérego istnieje skierowana krawedzZ z pozycji biezacej (przejscie do

sasiedniego wierzchotka). Po wyborze pozycji rozpoczyna si¢ runda gry:
1. Jednostki przesuwane sa do zadanych pozycji.

2. Sprawdzane sa warunki konca gry (doktadnie w tej kolejnosci, pierwszy pasujacy konczy

gre z podanym wynikiem):

(a) jeslijednostka lidera i jednostka nasladowcy znajduja si¢ w tym samym wierzchotku
v, to gra si¢ koriczy, lider otrzymuje wyptate U, (v), nasladowca otrzymuje wyptate
Uy (v),

(b) jesli jednostka nasladowcy znajduje si¢ w ktéryms wierzchotkéw ze zbioru Z, z €
Z, to gra sig koriczy, lider otrzymuje wyptate U, (z), nasladowca otrzymuje wyptate
Ui (2),

(c) jesli biezaca runda ma numer 7' (zostal osiagnigty limit), to gra si¢ kornczy, lider i

nasladowca otrzymuja wyptate réwna 0.

Generowanie i warianty zbioru

Zaproponowana definicja gry daje duza swobod¢ w budowaniu instancji takich gier, szczegdl-
nie duza swobodg daje wybor grafu, na ktérym rozgrywa si¢ gra. Aby stworzy¢ jednorodng ro-
dzing gier, oprécz samej definicji, powstat generator gier rozgrywanych n grafach o specyficzne;j
strukturze. Generator, tak samo jak definicja gry, zostat opublikowany przez autora rozprawy
1 jego promotora w pracy [43]]. Wszystkie wygenerowane zbiory gier sa dostgpne w opisanym
dalej repozytorium z kodem Zrédtowym metod Mixed-UCT i O2-UCT dostgpnym pod adresem
https://gitlab.com/jan-karwowski/petrus.

Nazwa gier testowych — Warehouse games — wynika z wybranego sposobu generowania
grafu dla rozgrywki. Graf ma za zadanie przypomina¢ uktad kompleksu przemystowego, np.
magazynu. Ogdlna idea generowania grafu jest nastgpujaca: uktadamy wierzchotki grafu na ptasz-
czyznie w siatce prostokatnej, potencjalne potaczenia beda mozliwe tylko pomigdzy wierzchot-
kami sasiadujacymi w pionie lub w poziomie. Nastgpnie wyznaczamy korytarze. Wierzchotki
niewchodzace w sklad korytarzy sa w losowy sposéb taczone krawedziami ze soba i z kory-
tarzami. W losowych wierzchotkach niebgdacych korytarzami umieszczane sa cenne zasoby.
W dalszych akapitach przedstawiony zostanie szczegdtowy opis generowania gier. Generator
przyjmuje zestaw parametréw przedstawiony w Tabeli[4.1]

Uwaga wstepna: w przypadku, gdy nie da sig spetni¢ warunkéw narzuconych przez para-

metry, caty proces koriczy sig btedem.
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Tabela 4.1: Zestawienie parametrow generatora Warehouse games.

parametr znaczenie
f liczba pigter
n szeroko$¢ budynku
m dtugos¢ budynku
c liczba skrzyzowan korytarzy
Dd prawdopodobienstwo wygenerowania drzwi z korytarza do pomieszczenia
Ds prawdopodobienstwo wygenerowania drzwi pomigdzy pomieszczeniami
N, liczba wierzchotkéw, gdzie znajduja si¢ cenne zasoby (liczno$¢ zbioru 2)
7;%5 dolne ograniczenie na wyplate nasladowcy za bycie ztapanym w wierzchotku i €
A
—Z gbrne ograniczenie na wyplate nasladowcy za bycie ztapanym w wierzchotku i €
Z
T;;ﬁ dolne ograniczenie na wyplate nasladowcy za bycie ztapanym w wierzchotku i ¢
A
N gbrne ograniczenie na wyplate nasladowcy za bycie ztapanym w wierzchotku ¢ ¢
A
frnaz gbérne ograniczenie na wyptate nasSladowcy za dojscie do wierzchotka ze zbioru
Z
fmin dolne ograniczenie na wyptate nasladowcy za dojscie do wierzchotka ze zbioru 2
u;“z wypfata lidera za ztapanie nasladowcy w wierzchotku ¢ € Z
uf’N wyplata lidera za ztapanie nasladowcy w wierzchotku ¢ ¢ 7
lmaz gbrne ograniczenie na wyplate lidera, gdy nasladowca dojdzie do wierzchotka ze
zbioru Z
Limin dolne ograniczenie na wyplat¢ lidera, gdy nasladowca dojdzie do wierzchotka ze

zbioru Z
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Wszystkie generowane potaczenia migdzy wierzchotkami sa dwukierunkowe — genero-
wana jest para krawedzi w obie strony. Procedura generujaca strukturg grafu przebiega w nastg-

pujacy sposob:

1. Wygeneruj siatke prostokatna n x m wierzchotkéw. Poczatkowo wierzchoiki nie sg ze sobg

potaczone.

2. Wylosuj ¢ punktéw skrzyzowar korytarzy. Zadna para punktéw nie moze by¢ w tej samej
kolumnie, tym samym wierszu, sasiadujacych kolumnach, sasiadujacych wierszach. (To
znaczy, ze dwa rownolegle korytarze nie biegng obok siebie, a zawsze sa rozdzielone

jakimi$§ pomieszczeniami).

3. Wygeneruj pionowe korytarze: wzdtuz pionowej osi w kolumnach, gdzie znajduje si¢
wylosowane przecigcie korytarza, polacz wszystkie sasiadujace wierzchotki w danej ko-

lumnie.

4. Wygeneruj poziome korytarze: wzdtuz poziomej osi w kolumnach, gdzie znajduje si¢
wylosowane przecigcie korytarza, potacz wszystkie sasiadujace wierzchotki w danym
wierszu, przyktadowy graf po wykonaniu polaczen w pionie i poziomie zaprezentowany

jest na Rysunku 4.1

5. Sklonuj wygenerowang siatke wierzchotkéw z korytarzami f razy. (Kazdy z klonéw bg-

dzie oddzielnym pigtrem budynku, wszystkie pigtra maja ten sam uktad korytarzy).

6. Potacz sasiadujace pigtra poprzez potaczenie wierzchotkéw lezacych na odpowiadaja-
cych sobie przecigciach korytarzy (schody lub windy znajduja si¢ na wszystkich przecig-

ciach korytarzy).
7. Wykonaj na kazdym pigtrze z osobna:

(a) Migdzy kazda para wierzchotkéw, gdzie jeden wierzchotek jest czescia korytarza,
a drugi nie jest czgScia korytarza, niezaleznie wygeneruj krawedZ z prawdopodo-

biefistwem p,. (Generuje przejscia z przestrzeni na wynajem do korytarzy).

(b) Mozna zaobserwowac, ze korytarze dziela pozostata przestrzer na rozlaczne seg-
menty, co wida¢ na Rysunku[4.2] Jesli po poprzednim kroku, do ktéregos z segmen-
tow nie prowadzi przejScie z zadnego z korytarzy, to ze wszystkich punktéw, gdzie
ten segment sasiaduje z korytarzem wybierane jest z prawdopodobienistwem jed-
nostajnym jedna para wierzchotek z segmentu, wierzchotek z korytarza, pomigdzy

ktérymi generowana jest krawedz.

(c) Powtarzaj nastgpujaca operacje¢ dopoki istnieja wierzchoiki, do ktérych nie istnieje

Sciezka z dowolnego punktu korytarza do tego wierzchotka.
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Rysunek 4.1: Krok generowania gry Warehouse Game: pionowe i poziome korytarze. Znakiem
X oznaczone sa wierzchotki, ktére zostaly we wczesniejszym kroku wylosowane na punkty
przecigcia korytarzy.

i. Z tych wierzchotkéw weZ dowolny wierzchotek, ktéry sasiaduje z wierzchot-
kiem, do ktérego istnieje jakas Sciezka z korytarza. Uwaga: taki wierzchotek
musi istnie¢ ze wzgledu na to jak zostaly wygenerowane przejscia w poprzed-
nich punktach.

ii. Potacz te wierzchotki krawedzia.
(d) Dla kazdej sasiadujacej pary wierzchotkéw niebedacych czgscia korytarza, z praw-
dopodobienstwem p, wygeneruj krawgdZ migdzy tymi wierzchotkami, nic nie réb,

jesli ta krawedz zostata dodana w poprzednich krokach.

8. Wyznacz losowy wierzchotek niebedacy korytarzem (na losowym z pigter) na wierzcho-

tek startowy lidera.

9. Wyznacz losowy wierzchotek wchodzacy w sktad korytarza na najnizszym pietrze 1 be-
dacy na krawedzi siatki (pierwsza lub ostatnia kolumna albo pierwszy lub ostatni wiersz)

na wejScie — wierzchotek startowy nasladowcy.

Po wygenerowaniu struktury polaczen w grafie, nastgpuje krok generowania wyptat dla po-

szczeg6lnych wierzchotkéw:

1. Wylosuj N, wierzchotkéw, ktére nie sa czesScia korytarza i nie sa punktem startowym

lidera na miejsca, gdzie bgda przechowywane cenne zasoby.

2. Dlakazdego v z wylosowanych wierzchotkéw wylosuj wyptaty z rozktadu jednostajnego
z podanych w parametrach zakresach: u}“(v) ~ U (fminsfmaz)> 4 (V) ~ U (Lninslmaz )
uy (v) ~U ( I ] > oraz warto$¢ wyptaty lidera za ztapanie nasladowcy na wartos¢é

min J max
+,Z

stala, bedaca parametrem generatora u; (v) = u,

3. Dla kazdego v ¢ Z ustal wyplaty lidera: v/ (v) = ul+’N oraz nasladowcy uj (v) ~
U (S 1)
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Rysunek 4.2: Wygenerowane korytarze powoduja podzial pozostatych wierzchotkéw na roz-
taczne segmenty. W przyktadzie na rysunku sa 4 roziaczne segmenty.

Warto zauwazy¢, ze poza wierzchotkami, gdzie znajduja si¢ cenne zasoby, zmienno$¢ wy-
plat graczy nie wystgpuje. Taka decyzja projektowa byta kompromisem pomigdzy elastyczno-

Scia generatora, a liczba jego parametrow.

Zbior testowy WHG (Warehouse Games). Jest to pierwszy ze zbior6w stworzonym z uzy-
ciem tego generatora, wykorzystany w eksperymentach prezentowanych w pracy [43]]. Do wy-
generowania uzyto generatora z parametrami ustawionymi na wartosci przedstawione w Ta-
beli Uwaga: efektywnie zakresy wyptat u; sq zbiorami jednoelementowymi. Wynika to
Z faktu, Ze wartosci state zostaty zmienione na zakresy po wygenerowaniu tego zbioru, w trak-
cie tworzenia zbioru WNZ opisanego dalej. Poczatkowo wygenerowano 100 instancji gier na
tym zbiorze. Nastepnie, po ustaleniu liczby krokéw 1" = 5 poréwnano wyplaty uzyskiwane
gdy lider zagra strategi¢ mieszana, ktora jest jednostajnym rozktadem nad strategiami prostymi
i wyptaty dla strategii znalezionych programem liniowym przytoczonym w Rozdziale [3.7.1]
(program ten daje optymalng strategi¢ lidera). Odrzucono wszystkie gry, dla ktérych wyptata
uzyskiwania przez obie strategie byta identyczna. Ten krok pozwolit odrzucié gry trywialne,
np. takie, gdzie nasladowca jest blisko najcenniejszego zasobu, a lider jest zbyt daleko, zeby
mu przeszkodzi¢. W efekcie w zbiorze pozostato 25 gier. Zbiér WHG sktada si¢ z tych 25 gier,
sklonowanych siedmiokrotnie, z ustawiona dtugoscia gry 7" = 3,4,5,6,7,8,9 (to oznacza, ze gry
dla réznego limitu krokéw czasowych maja identyczne struktury grafu i wyptat). W zwiazku
z tym, ze wybrano 25 gier z poczatkowych 100, pliki w zbiorze testowym nie sa numerowane
po kolei. Poczatkowe 100 gier byto ponumerowane liczbami od 1 do 100, a po odrzuceniu gier
trywialnych numery pozostaly niezmienione.

Komentarza wymagaja parametry generatora uzyte do utworzenia tego zbioru. Przed utwo-
rzeniem zbioru zostatl przeprowadzony szereg eksperymentéw wstepnych, ktéry pokazat, ze
wspomniany program liniowy jest w stanie, majac do dyspozycji 256GB pamigci operacyjnej

rozwiazywaé gry o maksymalnie 6 krokach, przy czym gry szeSciokrokowe czgsto liczyty sig
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Tabela 4.2: Zestawienie parametrow generatora przy tworzeniu zbioru WHG. Znaczenie para-
metréw jest kopia informacji z Tabeli @

parametr warto§¢ znaczenie

f 1 liczba pigter
n 4 szerokoS$¢ budynku
m 4 dtugos¢ budynku
c 1 liczba skrzyzowan korytarzy
Dd 0.4 prawdopodobiefistwo wygenerowania drzwi z korytarza do pomiesz-
czenia
Ds 0.5 prawdopodobienstwo wygenerowania drzwi pomigdzy pomieszcze-
niami
N, 2 liczba wierzchotk6éw, gdzie znajduja si¢ cenne zasoby (liczno$¢ zbioru
Z)
7;;-721 —0.15  dolne ograniczenie na wyptate nasladowcy za bycie ztapanym w wierz-
chotkui e Z
—Z —0.15  goérne ograniczenie na wyptate nas§ladowcy za bycie ztapanym w wierz-
chotkui e 7
7,_1;-7]:[ —0.05  dolne ograniczenie na wyptate nasladowcy za bycie ztapanym w wierz-
chotkui ¢ Z
—N —0.05  gobrne ograniczenie na wyptate nas§ladowcy za bycie ztapanym w wierz-
chotkui ¢ Z
. 0 dolne ograniczenie na wyptate nasladowcy za dojscie do wierzchotka
ze zbioru Z
S 1 gbrne ograniczenie na wyptate nasladowcy za dojScie do wierzchotka
ze zbioru Z
uf’Z 0.05 wyplata lidera za ztapanie nasladowcy w wierzchotku i € 7
uf’N 0.10 wyplata lidera za ztapanie nasladowcy w wierzchotku i ¢ Z
lmaz 0 gbérne ograniczenie na wyplate lidera, gdy naSladowca dojdzie do
wierzchotka ze zbioru Z
lmin -1 dolne ograniczenie na wyplatg lidera, gdy naSladowca dojdzie do

wierzchotka ze zbioru Z
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wiele dni. W zwiazku z tym przyjeto zalozenie, ze nalezy losowac gry, ktére dla 5 krokéw beda
miaty rozsadna trudnos¢ (graf musi by¢ na tyle maly, zeby gracze byli w stanie w ciagu 5 rund
dojs¢ ze swoich punktéw startowych do zasobdéw oraz gesto$¢ cennych zasobéw nie powinna
by¢ zbyt duza, zeby nas§ladowca nie miat zbyt duzej przewagi). W zwiazku z tym zdecydowano
si¢ na grafy na siatce 4 x 4, z jednym pigtrem i dwoma zasobami. Ze wzgledéw praktycz-
nych zdecydowano si¢ na wyptaty graczy z przedziatu [—1, 1] (kazda gr¢ mozna przeskalowac,

a rozsadny zakres wyptat pozwala tatwiej ustali¢ parametry podejS¢ metaheurystycznych).

Zbior testowy WNZ (WHG Non-Zero sum). Parametry dotyczace wyptat graczy, uzyte
w generatorze WHG sa naturalne dla wielu zastosowan: lider otrzymuje ujemna wyptate, gdy
nasladowca otrzyma wyptat¢ dodatnig i na odwrét. Jednak z punktu widzenia réznorodnosci
gier testowych, taka korelacja wyplat jest cecha niepozadang. Aby przetestowa¢ metody de-
dykowane grom o sumie niezerowej, warto rozszerzyC repertuar gier, o takie gry, w ktérych
wyplaty sa ze soba mniej skorelowane. W zwiazku z tym, w ramach dalszych prac, ktérych
efektem sa metody opisane w kolejnych rozdziatach, wygenerowaliSmy drugi zbidr testowy,
WNZ, w ktéorym zmienione zostaty zakresy, z ktérych losowane sa wyptaty dla graczy. Sposéb
tworzenia zbioru WNZ byl analogiczny, jak sposéb tworzenia zbioru WHG i po odrzuceniu
trywialnych gier réwniez pozostato 25 instancjiﬂ Jedyna r6znica byly parametry generatora do-
tyczace wyptat. W Tabeli 4.3 przedstawione sa wykorzystane parametry. Tekstem pogrubionym
zaznaczone sg parametry, ktére r6znig si¢ w stosunku do WHG.

W celu zmierzenia réznorodnoSci wyptat w grach zostat wykorzystany wspétczynnik kore-
lacji Pearsona. Dla kazdej gry wzigto wyptaty graczy w liSciach, i pary wyptata lidera, wyptata
nasladowcy z kazdego liScia potraktowano jako zmienne z dwéch rozktadéw, w ktérych ba-
dana jest korelacja. Dla kazdej gry z osobna wyliczono w ten sposéb wspétczynnik korelacji
Pearsona, a nastgpnie uSredniono wyniki dla wszystkich gier ze zbioru. W ten sposéb dla gier
WHG uzyskano wynik —0.82 (to oznacza gre bliska sumy zerowej, bo dla gry o sumie zerowej
wspolczynnik wyniesie —1), natomiast dla zbioru WNZ wynik ten wynidst —0.57, gry sa dalsze

od sumy zerowej, co byto celem tworzenia tego zbioru.

Zbior testowy Basic. Przed zaprojektowaniem generatoréw, we wczesnych eksperymentach
uzywany byt zbiér 12 gier zaprojektowanych recznie. Zaprojektowano trzy topologie graféw,
ktére maja na celu sprawdza¢ zachowania metod w kilku réznych sytuacjach. Wszystkie gry

z tego zbioru testowego byty rozgrywane z limitem rund 7" = 5.

* Graf 1, przedstawiony na Rysunku {.3] topologia gwiazdy, cele i punkty startowe gra-
czy sa w lisciach. Zablokowanie przez lidera Srodkowego wierzchotka powoduje, ze na-

Sladowca nie ma zadnej mozliwoSci osiagnigcia celu. Pozornie mogloby si¢ wydawac,

IFakt, ze licznosci zbioréw WHG i WNZ sa réwne jest przypadkiem. Metoda odrzucania trywialnych gier
w zaden spos6b nie wymusza tej liczby.
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Tabela 4.3: Zestawienie parametrOw generatora przy tworzeniu zbioru WNZ. Pogrubionym tek-
stem zaznaczono parametry zmienione wzgledem WHG.

parametr warto§¢ znaczenie

f 1 liczba pigter
n 4 szerokoS$¢ budynku
m 4 dtugos¢ budynku
c 1 liczba skrzyzowan korytarzy
Dd 0.4 prawdopodobienstwo wygenerowania drzwi z korytarza do pomiesz-
czenia
Ds 0.5 prawdopodobienstwo wygenerowania drzwi pomigdzy pomieszcze-
niami
N, 2 liczba wierzchotk6éw, gdzie znajduja si¢ cenne zasoby (liczno$¢ zbioru
Z)
T,_m’-f -1 dolne ograniczenie na wyplate nasladowcy za bycie ztapanym w
wierzchotku i € Z
—Z 0.2 gorne ograniczenie na wyplate nasladowcy za bycie zlapanym w

wierzcholku : € 7

7,_1;-7]:[ -1 dolne ograniczenie na wyplate nasladowcy za bycie zlapanym w
wierzchotku ¢ ¢ 7
—N 0 gorne ograniczenie na wyplate nasladowcy za bycie ztapanym w
wierzchotku ¢ ¢ 7
o —0.2 dolne ograniczenie na wyplate nasladowcy za dojscie do wierz-
chotka ze zbioru 7
S 1 gorne ograniczenie na wyplate nasladowcy za dojScie do wierz-
chotka ze zbioru 7
uf’Z 0.2 wyplata lidera za zlapanie nasladowcy w wierzcholku i € 7
ul*’N 0.1w wyplata lidera za zlapanie nasladowcy w wierzchotku i ¢ 7
lmaz 0.2 gorne ograniczenie na wyplate lidera, gdy nasladowca dojdzie do
wierzchotka ze zbioru 7
lmin -1 dolne ograniczenie na wyplate lidera, gdy nasladowca dojdzie do

wierzcholka ze zbioru 7

111



ROZDZIAE 4. PROPONOWANE PODEJSCIA DO ROWNOWAGI STACKELBERGA

ze optymalng strategi¢ lidera jest po prostu zajecie Srodkowego wierzchotka. Nie jest to
jednak prawda. Ze wzgledu na to, ze lider za ztapanie nasladowcy otrzymuje niewielka
wyplatg, optymalna strategia polega na zajmowaniu Srodkowego wezla przez wszystkie
rundy z prawdopodobieristwem 50%, a w pozostatych przypadkach zajmowanie srodko-
wego wezta przez T° — 1 rund i przejScie do punktu startowego nasladowcy w ostatnim
ruchu. W takim uktadzie nasladowca bedzie tapany z prawdopodobienstwem 50% (opty-
malna odpowiedzig jest zarowno przebywanie w wierzchotku startowym przez cata gre,
jak 1 przejScie w ostatnim ruchu do wierzchotka Srodkowego). W wynikach testow ten

graf jest oznaczony jako gamel.

Graf 2, ktory powstat z grafu 1 poprzez modyfikacje wierzchotka startowego nasladowcy.
Zamiast wierzchotka startowego nasladowcy, do wierzchotka centralnego podtaczona jest
tym razem $ciezka ztozona z 4 wierzchotkéw, a punkt startowy nasladowcy znajduje si¢
na koncu S$ciezki oddalonym od wierzchotka centralnego. Graf ten przedstawiony jest
na Rysunku Stan Réwnowagi w tym grafie jest bardziej skomplikowany, bo idac
Sciezka do wierzchotka 5 lider i nasladowca moga si¢ wyminaé, to wymusza na liderze

bardziej zachowawczg strategie. W wynikach testow ten graf jest oznaczony jako game?2.

Graf 3 to sytuacja, gdzie nasladowca ma do wyboru dwie drogi prowadzace do zasobow.
Struktura grafu przedstawiona jest na Rysunku [@.5] Sa 3 wierzchotki z cennymi zaso-
bami: 0, 1, 2, przy czym wyplata nas§ladowcy w wierzchotku 1 jest duzo mniej atrakcyjna
niz w pozostatych. Lider startuje w wierzchotku o numerze 0, nasladowca w wierzchotku
o numerze 5, ktory jest w odlegtosci 4 krokéw od zasobéw w wierzchotkach 01 2, a do
kazdego z tych zasobé6w prowadzi oddzielna Sciezka. W tym uktadzie grafu poszukiwanie
strategii lidera, to dwa wyzwania: po pierwsze lider musi balansowa¢ pomigdzy bloko-
waniem dostgpu do wierzchotka 0 i do wierzchotka 2 (wierzchotek 1 jest nieatrakcyjny
1 optymalna strategia naSladowcy nie begdzie go atakowac). Nasladowca ma roztaczne
Sciezki, ktérymi moze osiagnaé ten wierzchotek. Drugie wyzwanie jest mniej widoczne,
ale réwnie istotne, lider otrzymuje wyzsza wyptate za ztapanie nasladowcy w wierzchot-
kach z zasobami niz w pozostatych wierzchotkach, wigc powinien dazy¢ do tego, zeby
ztapanie nastgpito wtasnie w wierzchotku z zasobem, a nie wczesniej. W przeciwienstwie
do dwoch poprzednich gier, ktére w zbiorze basic maja jedng instancjg, w przypadku tej
gry znajduje si¢ 10 gier zbudowanych na tym samym grafie, wszystkie maja doktad-
nie t¢ samg strukture potaczen wierzchotkéw, a r6znig si¢ jedynie wartoSciami wyptat
(i co za tym idzie stanem Réwnowagi Stackelberga). W wynikach eksperymentalnych
warianty tego grafu sa oznaczone jako game3 (prezentowany na Rysunku {.5)), game3a,
game4b, game3c, game3d, game4, gameda, game4b, gamedc, gamedd. Wszystkie grafy

z tego zbioru zaprezentowane sa w Zataczniku[A]
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Rysunek 4.3: Graf 1 ze zbioru Basic. Wierzcholek z indeksem O jest punktem startowym li-
dera, wierzchotek z indeksem 5 (tréjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono
zaznaczone s wierzchotki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nas§ladowcy
(follower), a po L wyptaty lidera.
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Rysunek 4.4: Graf 2 ze zbioru Basic. Wierzcholek z indeksem O jest punktem startowym li-
dera, wierzchotek z indeksem 5 (tréjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono
zaznaczone sg wierzchotki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyplaty nasladowcy
(follower), a po L wyptaty lidera.
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Rysunek 4.5: Graf 3 ze zbioru Basic. Wierzcholek z indeksem O jest punktem startowym li-
dera, wierzchotek z indeksem 8 (tréjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono
zaznaczone sa wierzchotki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyplaty nasladowcy
(follower), a po L wyptaty lidera.
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4.2 Metoda Mixed-UCT: szybka aproksymacja stanu Row-
nowagi Stackelberga z uzyciem probkowania strategi li-

dera przy ustalonej strategii nasladowcy

W tym rozdziale jest prezentowane pierwsze podejscie do poszukiwania Rownowagi Stackel-
berga w grach wielokrokowych o sumie niezerowej zaproponowane przez autora rozprawy
1 jego promotora, nazwane Mixed-UCT. Celem prac w ramach ktdrych przygotowano t¢ me-
tode¢ bylto sprawdzenie przydatnosci podejscia Upper Confidence Bound applied to Trees (UCT)
w problemie poszukiwania wspomnianych strategii. Wyniki badan nad metoda Mixed-UCT opi-
sane ponizej, zostaly opublikowane w pracach [43, 42, 41]. Dalszy ciag tego podrozdziatu jest
zorganizowany w nastgpujacy sposob: najpierw opisane jest podejScie Upper Confidence Bound
applied to Trees, ktore jest baza dla proponowanej metody poszukiwania Réwnowagi Stackel-
berga, nastgpnie opisana jest wtasciwa metoda Mixed-UCT — budowa i dziatanie. W kolej-
nej sekcji zaprezentowane sa przeprowadzone eksperymenty i wyniki, ktére oceniaja szybkos¢
i skuteczno$¢ dzialania zaproponowanej metody. Sekcja zakoficzona jest wnioskami i posumo-

waniem mozliwosci i ograniczefi metody.

Gtéwnym celem budowy metody Mixed-UCT bylo sprawdzenie, czy mozna zastosowaé
bezposrednio podejscie UCT do poszukiwania Réwnowagi Stackelberga. W zwiazku z tym, ze
metoda powstata w ramach poczatkowych badan, jest mniej ogélna. Gra musi, poza cechami
wymienionymi we wstepie, czyli gra Stackelberga z niepetna informacja o sumie niezerowej,
z doskonatg pamigcia, spetnia¢ dodatkowa wiasno$¢. Cecha, ktdra jest wymagana, jest specy-
ficzna struktura zbioréw informacyjnych: () zbiory informacyjne sa jednoznacznie zdefinio-
wane przez sekwencje ruchéw wykonanych przez gracza, dla ktérego ten zbioér informa-
cyjny jest punktem decyzyjnym.

Podejscia z rodziny MCTS, w szczegdlnosci metoda UCT, zostaty stworzone z myS$la o grach
z pelng informacja, na przyktad grach planszowych typu Havannah, czy warcaby. Typowo sa
wykorzystywane do znalezienia jednego, najlepszego ruchu w danym stanie W przypadku stra-
tegii lidera w grach Stackelberga konieczne jest rozwazanie strategii mieszanej, a nie pojedyn-
czego ruchu, co zostato oméwione w Rozdziale[2.5] To oznacza, ze konieczna jest modyfikacja
podejscia, ktéra pozwoli uzyskiwaé strategie mieszang zamiast pojedynczego ruchu. Drugim
problemem jest fakt, ze najpopularniejsze podejscie do stosowania UCT w grach dla dwu gra-
czy, to stosowanie rozgrywki, gdzie kazdy z graczy podejmuje decyzje na podstawie UCT. Row-
nowaga Stackelberga jest zdefiniowana w spos6b asymetryczny i sposoby podejmowania decy-
zji przez lidera 1 naSladowce istotnie si¢ od siebie r6znig. Zamiast tego zostanie zastosowane
podejscie alternatywne, gdzie lider znajduje swoja strategi¢ uzywajac UCT w jednoosobowe;j
grze powstatej przez ustalenie strategii nasladowcy. Strategia nasladowcy jest znajdowana poza
UCT. Najwigkszym wyzwaniem przy budowie Mixed-UCT bylto opracowanie techniki, ktora

pozwoli na podstawie statystyk symulacji zebranych w drzewie UCT zaproponowaé strategi¢
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mieszang dla lidera. W ramach prac zostaty zaproponowane i sprawdzone 3 warianty, ktére sa
prezentowane w dalszej czgsci tego rozdziatu.

Pierwszym elementem Mixed-UCT jest jednoosobowa gra dla lidera, gdy jest ustalona stra-
tegia nasladowcy. Idea gry polega na tym, ze rozgrywamy oryginalng gre, dla ktérej poszuku-
jemy Réwnowagi Stackelberga. W przypadku, gdy osiagnigto stan, ktéry jest punktem decy-
zyjnym lidera, lider wybiera ruch. W przypadku, gdy osiagnigto punkt decyzyjny, w ktérym
ruch wybiera nasladowca, to wykonywany jest ruch zgodnie z ustalong strategia naSladowcy.
Strategia nasladowcy moze by¢ zaréwno strategia prosta, jak i strategia mieszana. Jesli jest to
strategia mieszana, to z punktu widzenia lidera gra moze by¢ niedeterministyczna. Powoduje
to koniecznoS¢ nieznacznej modyfikacji podstawowej metody UCT. W ponizszych opisach me-
tody UCT i kolejnych, jesli jest mowa o ustalonej strategii nasladowcy, to sformutowanie to

dotyczy wlasnie strategii, ktéra zostata wykorzystana do definicji tej gry dla jednego gracza.

4.2.1 Metoda Upper Confidence Bound applied to Trees

W 2006 roku Kocsis 1 Szepesvdri zaproponowali metode poszukiwania najlepszych ruchach
w grach dla dwoch graczy z pelna informacja [S0]. Pokazano, ze dla duzej liczby iteracji,
ruch proponowany przez metode zbiega do zagrania dajacego najwyzsza wyplate (przy zato-
zeniu kontynuacji optymalnej gry) [50]. Metoda ta opiera si¢ o ukierunkowane probkowanie
ruchéw w drzewie gry. Metoda ta opiera si¢ o wielokrotne symulowanie rozgrywki. Poczat-
kowe symulacje sa losowe, w trakcie symulacji zbierane sa statystyki, ktére sa nastgpnie uzy-
wane do ukierunkowania kolejnych rozgrywek na sprawdzanie ruchéw, ktére sa bardziej obie-
cujace. To podejscie jest przedstawicielem grupy metod okreslanych terminem best-first search
(przeszukiwanie od najlepszych). Metoda UCT jest wariantem podejScia okre§lanego mianem
Monte Carlo Tree Search (MCTS, Przeszukiwanie drzew z uzyciem Monte Carlo) [23]]. Metoda
stuzy do znalezienia dobrego ruchu w dowolnym stanie gry z petng informacja. Istnienie metod

z rodziny MCTS i ich znaczenie zostato juz opisane we wstgpie, w Rozdziale

Zasada dzialania MCTS/UCT. Na wejsciu metody podana jest gra dla jednego gracza i stan,
dla ktérego poszukiwany jest ruch. Gtéwna struktura danych jest drzewo, w ktérym przechowy-
wane sg oszacowania wyplaty, ktéra gracz uzyska po zagraniu tego ruchu. Wierzchotki drzewa
sa etykietowane stanami gry, a krawedzie s etykietowane ruchami. Struktura drzewa jest ana-
logiczna do struktury gry: korzeniem drzewa jest stan gry, dla ktérego puszkujemy ruchu, kra-
wedzie odpowiadaja dopuszczalnym ruchom w grze i tacza stan, z ktérego wykonano ruch ze
stanem wynikowym po danym ruchu. Z kazda krawedzia drzewa sa zwigzanie dwie wartoSci:
liczba iteracji algorytmu, w ktérych zostat odwiedzony dany ruch oraz Srednia warto§¢ wyptaty
uzyskana w trakcie tych iteracji. Drzewo jest rozbudowywane wraz z kolejnymi iteracjami. Po-
czatkowo drzewo sktada si¢ wylacznie z wierzchotka korzenia, a w kazdej iteracji moze zostac

dodany jeden nowy wierzchotek. Kazda iteracja procedury jest ztozona z czterech faz:
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Selekcja W tej fazie nastgpuje przejscie przez stany i ruchy znajdujace si¢ w strukturze danych.
Dla kazdego wezla, jesli w drzewie znajduja si¢ wszystkie ruchy, ktére mozna wyko-
na¢ z odpowiadajacego temu wezlowi stanu, wybierz ruch na podstawie polityki selekcji,
ktéra bazuje na liczbie odwiedzin i Sredniej wartoSci wyptaty danego ruchu. PrzejdZ do po
krawedzi do wezta wskazanego przez ten ruch. Powtarzaj az do osiagnigcia wezla, ktory
nie ma wszystkich nastgpnikdw wynikajacych z mozliwych ruchéw w grze lub wezta

terminalnego.

Ekspansja Jesli zostat osiagnigty wezel terminalny, przejdz do kolejnego punktu. W przeciw-
nym wypadku wybierz, zgodnie z politykq domysing jeden z ruchéw dopuszczalnych
w grze, ktére nie maja odpowiadajacej krawedzi w drzewie 1 dodaj go do drzewa. Przejdz

do kolejnego punktu.

Symulacja Od stanu, ktéry odpowiada weztowi dodanemu w ostatnim punkcie symuluj roz-
grywke (bez dodawania weztéw do drzewa ze statystykami) za kazdym razem wybierajac

ruch z uzyciem polityki domysinej, az do momentu, gdy zostat osiagnigty stan terminalny.

Propagacja wsteczna W stanie terminalnym gracz otrzymuje pewna wyplate. Dla wszystkich
krawedzi odpowiadajacych ruchom wybranym w dwéch pierwszych fazach zaktualizuj
Srednig wyptate, uwzgledniajac wyplate z tej symulacji, oraz zwigksz licznik odwiedzin

o 1. Nastepnie przejdz do kolejnej iteracji metody.

Proces iteracyjny jest powtarzany az do osiagnigcia warunku stopu (zwykle osiagnigcie limitu
czasu na znalezienie ruchu). Po zakonczeniu metody wynikiem jest ruch, dla ktérego liczba
odwiedzin jest najwigksza. Przebieg metody MCTS podsumowany jest na Rysunku (4.6

Powyzszy schemat, wspdlny dla wielu metod, klasyfikowanych jako MCTS, uzywa pojgcia
polityki selekcji oraz polityki domysinej. Te polityki ustalane sa w kazdej z konkretnych metod
osobno. W przypadku metody UCT polityka selekcji wykorzystuje wzér UCBI1 [4]:

a* = al;%zlszix {Q(s,a) +C 1;?;7(5)) } , 4.1)

gdzie: s — biezacy stan gry, A(s) — zbidr wszystkich dostgpnych akcji, N(s,a) licznik od-
wiedzin ruchu a ze stanu s w drzewie, Q)(s,a) — Srednia wyplata danego ruchu a w drzewie,
N(s) = Xeas) N(s.a), C — parametr metody. W ramach selekcji wybierany jest ruch a*. Poli-
tyka domyslina jest zaimplementowana jako wybor z rozktadu jednostajnego sposréd wszystkich
dostepnych ruchéw. Wspomniana polityka selekcji, przedstawiona w réwnaniu jest typo-
wym przyktadem na zachowanie réwnowagi pomigdzy eksploracja i eksploatacja. Pierwszy
sktadnik warto$ci pod arg max to Srednia wyplata (szacowana jako$¢) zadanego ruchu, sto-
sowanie tylko tej wartoSci bytoby postgpowaniem zachtannym, gdzie algorytm zawsze testuje

najbardziej obiecujacy ruch wedle aktualnego stanu wiedzy. Drugi sktadnik jest tym wigkszy im
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Srednia wyptata — Q

0.01 Licznik odwiedzin n;

Y

Propagacja
wyniku

Rysunek 4.6: Schemat dziatania metody Monte Carlo Tree Search w wersji stosowanej w grze
dla jednego gracza. Zaprezentowane drzewo, to drzewo przechowujace statystyki na tematy ru-
chéw. W kélku liczniki odwiedzin, obok Srednia warto§¢ wyplaty. Na czerwono zaznaczony
Sciezke wybrana w ramach selekcji, na zielono wezet dodany w ramach ekspansji, a na niebie-
sko fase¢ symulacji. W dolnej czgSci rysunku znajduje si¢ wizualizacja propagacji wyniku, w
ktorej zostaty uaktualnione statystyki na wybranej wczesniej Sciezce. Szare strzatki oznaczaja
przejscie migdzy fasami w ramach iteracyjnego przebiegu MCTS.
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rzadziej, w stosunku do innych ruchéw z danego stanu, byt odwiedzany dany ruch. Ten sktad-
nik odpowiada za eksploracj¢, preferuje sprawdzenie ruchéw, ktére byty rzadko odwiedzane
i wiedza o ich wyptacie jest mniej pewna. Za balans pomigdzy eksploatacja (pierwszym sktad-
nikiem) i eksploracja (drugim sktadnikiem) odpowiada wspétczynnik C, ktéry typowo, dla gier
z wyplatami z przedziatu [0,1] ustawia si¢ na warto$¢ /2 (warto zwrécié uwage, ze zakresy
wyptat w grze wplywaja na mozliwe wartosci sktadnika Q)(s,a), stad zwiazek wspétczynnika
C' z rozpigtoscia wyptat w grze).

Opis powyzej zaktada gre dla jednego gracza z pelna informacja. W wielu przypadkach
rozwazane gry sa grami dla dwu lub wigcej graczy, a powyzsze podejScie mozna bardzo tatwo
uogolni¢. Zmiana, pozwalajaca na poszukiwanie ruchu w grze dla wigkszej liczby graczy opiera
si¢ o zatozenie, ze kazdy z przeciwnikOw zagra optymalny ruch. W takiej sytuacji w drzewie
przechowujemy nie jedna Srednig wartoS¢ wyptaty, ale wektor wartosci Srednich, dla kazdego
gracza z osobna. Polityka selekcji w danym weZle wykorzystuje element wektora odpowiada-

jacy graczowi, ktéry rusza si¢ w zadanym weZle, a warto$ci dla pozostatych graczy pomija.

4.2.2 I2UCT — modyfikacja UCT dla gier z niepelna informacja

Podejscia MCTS wymagaja, zeby mozliwe bylo symulowanie rozgrywki z dowolnego stanu
gry. Jest to problematyczne, gdy chcemy zastosowa¢ MCTS do gier z niepetna informacja,
gdzie dysponujemy tylko projekcja stanu gry widziang przez gracza, ktéry aktualnie podejmuje
decyzje 1 nie wiemy jak wyglada petny stan gry. W przypadku metody Mixed-UCT ten problem
pojawia si¢, gdy poszukujemy strategii w grze dla jednego gracza, gdzie lider gra przeciwko
ustalonej strategii mieszanej nas§ladowcy. W zwiazku z tym w ramach projektowania Mixed-
UCT powstato podejscie I2ZUCT (ang. Imperfect Information UCT, UCT dla niepetnej informa-
cji). Jest to modyfikacja metody UCT, ktéra pozwala na zastosowanie UCT do gry pomocniczej
tworzonej w trakcie przebiegu Mixed-UCT. Podejscie 2UCT wymaga, aby stan poczatkowy
gry byl dobrze znany graczowi oraz aby bylo mozliwe symulowanie gry i uzyskiwanie pro-
jekcji stanu widzianej przez gracza w kolejnych ruchach. Wazne jest tez, zeby spetnione byto
zatozenie (T) ze strony [I15] Podejscie I2UCT nie jest metoda og6lna i nie da si¢ go stosowacé
do dowolnej gry z niepelna informacja (np. pokera), w zamian za to, dzigki specjalizacji do
konkretnego rodzaju gier, moze dziata¢ szybciej.

Dziatanie metody I2UCT zostalo przedstawione w Algorytmie Gtéwna idea algorytmu
to rozpoczgcie, niezaleznie od stanu, w jakim si¢ znajdujemy, od korzenia gry (ktory jest do-
brze znany i nie ma tu problemu z niepetna informacja), a nastgpnie przeprowadzenie rozgrywki
zgodnie z ruchami wykonanymi przez lidera, ktére wykonat od poczatku rozgrywki do bieza-
cego punktu decyzyjnego i zgodnie z ruchami prébkowanymi ze strategii mieszanej nasladowcy.
W ten sposéb uzyskujemy stan gry, ktéry potencjalnie moze by¢ stanem, ktérego projekcje wi-
dzi lider. W tym miejscu wazne jest wspomniane zatozenie (T), ktére gwarantuje, ze widziana

po takiej symulacji projekcja stanu lidera bgdzie zgodna z ta faktycznie obserwowana. Ma-
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jac dane: procedure, ktéra potrafi symulowac gre, ustalong strategi¢ lidera oraz wektor ruchéw
lidera, ktére doprowadzity do biezacego stanu kazda symulacje UCT przeprowadzamy w na-
stepujacy sposéb: w linii [2 rozpoczyna si¢ przejscie od startowego stanu gry. Petla nastgpujaca
po tej linii stuzy do dojscia do stanu widzianego przez lidera, z ktérego chcemy wyznaczy¢
najlepszy mozliwy ruch. Biorac kolejne, od najwczesniejszych, ruchy z wektora ruchow wy-
konanych przez lidera, prowadzimy symulacje. W linii f] symulujemy zagranie przez lidera
kolejnego ruchu i przejscie do kolejnego stanu. Kolejny stan, ktéry jest punktem decyzyjnym
lidera jest osiagany poprzez symulacje rozgrywki, wykorzystujac ustalona strategie nasladowcy.
W efekcie w linii [6|uzyskany jest stan gry, ktéry nalezy do tego samego zbioru informacyjnego,
co stan widziany przez lidera, a prawdopodobienistwo uzyskania konkretnego stanu (petnego,
niewidocznego dla lidera) jest zgodne z prawdopodobienstwami ruchéw z ustalonej strategii
nasladowcy. Ten stan uzyty jest jako stan startowy do pojedynczej iteracji niezmodyfikowane;]
metody UCT. Catos¢ jest powtarzana w petli w linii[I|az do osiagnigcia warunku stopu. Ta petla

jest odpowiednikiem gléwnej petli w oryginalnym algorytmie UCT.

Algorytm 4.1: 12-UCT — Imperfect-Information UCT

Input: moves— wektor ruchéw lidera, ktory doprowadzit go do biezacego stanu

depth— giebokos¢ stanu w drzewie gry (dtugos¢ wektora moves))

1 while —stopCondition() do

2 state < InitialState

3 ford < 1---depth —1do

4 MakeMove (state, moves [d]) // Wykonaj ruch lidera i
zasymuluj odpowiedZ nasladowcy

5 end
6 IteracjaUCT (state) // Pojedyncza iteracja UCT (selekcia,
ekspansja, symulacja, propagacja)

7 end

4.2.3 Budowa metody Mixed-UCT

Metoda Mixed-UCT dziata w sposéb iteracyjny, przedstawiony w Algorytmie {.2l W algoryt-

mie zdefiniowane sa dwie zmienne, ktére przenosza informacj¢ pomigdzy iteracjami:

* strategia nasladowcy (0) — strategia uzywana przy wywotaniach metody I2UCT, stra-
tegia ta moze by¢ inicjowana w rézny sposéb, a sposoby inicjacji opisane sag w dalszej

czesci rozdziatu,

¢ drzewo statystyk UCT (UCTTree) — stan drzewa od ktérego I2UCT rozpoczyna dzia-
tanie w kolejnych iteracjach metody. Poczatkowo jest to puste drzewo sktadajace si¢ z sa-
mego korzenia. W kolejnych iteracjach czgs¢ statystyk jest zapisywana i przenoszona da-
lej. Spos6b przenoszenia informacji zalezy od parametréw metody, zaimplementowane

sposoby sa opisane w dalszej czgsci rozdziatu.
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Algorytm 4.2: Giéwna petla metody Mixed-UCT
input: G — gra Stackelberga

1 0y < initializeFollower Staregy();

2 0 —

3 UCTtree < rootNode(G);

4 while —stopCondition() do

5 moves < [|// Pusty wektor

6

7

8

9

UCTsubtree < UCTtree while notTerminal(UCT subtree) do
I2UCT(UCT subtree, single Player Game(G, deltay),moves);
move «— best M ove(poddrzewoUCT);
moves «— append(moves, move);

10 UCT subtree « accessSubtree(UCT subtree, move);

1 end

12 0 <« extractLeaderStrategy(UCTtree),

13 UCT'tree < prepareForNextIteration(UCTtree);

14 | Oy — updateFollowerStategy(dy, d;);

15 if ul(él*, BR((SZK)) < ul(5l, BR((SZ)) then

16 | oF b
17 end
18 end

Gl6éwna czescia algorytmu jest zewnetrzna petla (linie [6H17/), w ktorej kazdorazowo:

1. wykonywane jest prébkowanie I2UCT przeciw strategii nasladowcy przechowywanej

w zmiennej Oy,

2. drzewo statystyk zebrane przez I2UCT zamieniane jest w strategi¢ mieszana lidera (li-

nia(12)),

3. statystyki zebrane w tej iteracji przenoszone sa w pewien sposéb do kolejnej iteracji (li-

nia[13),

4. na podstawie uzyskanej strategii lidera aktualizowana jest strategia naSladowcy 0 (li-

nia[l4),

Zewngtrzna petla powtarzana jest do osiagnigcia warunku stopu. Biezaca implementacja uzywa
alternatywy dwoch kryteriow: osiagnigto limit liczby iteracji lub osiagnigto limit liczby iteracji,
w ktorych strategia m; nie poprawiata wyniku lidera.

Uwaga. W kazdej zewngtrznej iteracji algorytmu znajdowana jest pewna strategia lidera ¢;.
Nie ma jednak gwarancji, ze strategie w kolejnych iteracjach zawsze beda dawaty lepszy rezul-
tat (mierzony przeciwko optymalnej odpowiedzi nasladowcy), niz te, ktére znaleziono w po-
przednich iteracjach. W zwiazku z tym utrzymywana jest zmienna J;°, w ktérej przechowywana
jest najlepsza dotad znaleziona strategia lidera. Na koncu petli zawarte jest sprawdzenie, ktére

aktualizuje te najlepsza strategig.
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Opisane dalej metody zamiany drzewa statystyk w strategi¢ mieszang lidera (wywotywane
w linii [12)) wymagaja, zeby istnialy gatezie drzewa statystyk rozwinigte az do stanu termi-
nalnego. W zwiazku z tym, zamiast wykonywac pojedynczy przebieg algorytmu I2UCT, sto-
sowane jest podejscie iteracyjne (petla w linii [6). W pierwszym kroku metoda I2UCT urucha-
miana jest z korzenia drzewa. W drugim kroku nastgpuje przejscie do najczgsciej odwiedzanego
w poprzednim kroku wezta i kolejne uruchomienie I2UCT. Krok zejScia gigbiej jest powtarzany
az do osiagnigcia wezta terminalnego. W kazdym pogtebionym kroku wykorzystywane jest
poddrzewo tego samego drzewa UCT. Warunek stopu stosowany w metodzie I2UCT to osia-
gnigcie przynajmniej simCount odwiedzin aktualnie rozpatrywanego korzenia drzewa UCT
w ramach tej iteracji petli w linii 4] Ten warunek oznacza, ze w korzeniu gry wykonywane jest
doktadnie simCount symulacji. W przypadku krokéw, gdzie rozpoczynamy od nizszej partii
drzewa UCT, wykonywane jest simC'ount symulacji pomniejszone o liczbg symulacji, ktére w
ramach fazy selekcji odwiedzity ten wezet w poprzednich obrotach petli 6]

Przedstawiony szkielet metody nie daje petnego obrazu dziatania Mixed-UCT, konieczny
jest wybdr procedur bedacych parametrami metody. W pierwszej kolejnosci zostang przedsta-

wione metody konstruowania strategii lidera z uzyciem statystyk z drzewa UCT.

Sposoby budowy strategii lidera na podstawie statystyk zebranych w drzewie UCT

Techniki konstruowania strategii lidera na podstawie drzewa UCT byly jednym z pierwszych
wyzwan badawczych przy budowie Mixed-UCT. Badania w tym obszarze prowadzone przez
autora rozprawy wraz z promotorem zostaly podsumowane w pracy [41]]. Praca ta prezentuje
trzy mozliwe podejscia do konstrukcji strategii mieszanej lidera w metodzie Mixed-UCT, ktore

zostang przedstawione dalej:
* ekstrakcja z pojedynczego drzewa (PD, ang. single tree),
* ekstrakcja najlepszej Sciezki z kazdego z drzew (NS, ang. best path).

* ekstrakcja z wycinkéw z wielu drzew (WD, ang. tree slice),

Ekstrakcja z pojedynczego drzewa. Podejscie polega na zbudowaniu strategii behawioral-
nej z prawdopodobiestwami ruchéw zwigzanymi ze statystykami w drzewie UCT: licznikiem
odwiedzin oraz Sredniag wyptata. Drzewo UCT sktada si¢ ze stanéw i ruchéw, ruchy dostepne
z danego stanu sa krawedziami prowadzacymi do stanéw bedacych efektem wykonania tych
ruchow. Oznacza to, ze struktura tego drzewa jest analogiczna do struktury strategii behawio-
ralnej, o ktérej mowa w Rozdziale[2.3] Jedyna réznica jest to, ze w strategii behawioralnej ruchy
mozliwe w danym stanie maja przypisane prawdopodobiefistwa, a w przypadku drzewa UCT
ruchy maja przypisane dwie wartoSci: licznik odwiedzin i Srednig wyptate. Metoda ekstrak-

cji strategii z pojedynczego drzewa polega na zamianie, dla kazdego ruchu, wspomnianej pary
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wartoSci na jeden nieujemny wspéiczynnik. Nastepnym krokiem jest normalizacja wspoiczyn-
nikéw, w obrebie kazdego stanu z osobna, tak, zeby sumowaly si¢ do 1, czyli zeby wspétczyn-
niki definiowaly rozktad prawdopodobienistwa nad ruchami w danym stanie. Wszystkie gatg¢zie
drzewa, ktére nie konicza si¢ stanem terminalnym sg pomijane. W ten sposob uzyskiwana jest
strategia behawioralna. Przed zwrdceniem ostatecznej strategii podejmowany jest jeszcze jeden
krok. Z racji tego, ze integralng czgscia metody UCT jest eksploracja wyrazona drugim sktadni-
kiem wzoru (.1)), w ramach drzewa UCT znajduja si¢ ruchy, ktore sa dla gracza niekorzystne,
ale zostaly kilkukrotnie odwiedzone ze wzgledu na eksploracje wlasnie. Na koniec do kazdego
rozktadu prawdopodobienistwa aplikowany jest filtr, ktéry usuwa z rozktadu ruchy o prawdo-
podobienstwie, ktore jest ponizej progu bedacego parametrem metody. Po zastosowaniu filtra
ponownie stosowana jest normalizacja wag tak, aby sumowatly si¢ do 1.

Istotnym pytaniem pozostaje to, w jaki sposob zamieniaé wspétczynniki w drzewie UCT
na nieujemne wagi do rozktadu prawdopodobieristwa. Analiza tego problemu byta przedmio-
tem wstepnych, przeprowadzonych na nieduza skalg, eksperymentéw na zbiorze gier Basic.
Sprawdzano nastgpujace podejscia, w ponizszych wzorach uzyte sa nastgpujace oznaczenia wj
— waga proporcjonalna do prawdopodobienistwa ruchu ¢, (); — Srednia wyptata w drzewie
UCT dla ruchu ¢, n; — licznik odwiedzin ruchu ¢ w drzewie UCT, S — zbi6r wszystkich ru-

chow, ktdre sa dostepne ze stanu z ktdrego grany jest ruch ¢ oraz znajduja si¢ w drzewie UCT:
Low; =mni/ Y iceny
2. w; = Qz — mil’ljes Qj

lobal : lobal . ‘s . .
3. w; = Q; — Q0" gdzie Q47" to minimalna wartos¢ (Q w catym drzewie, a nie tylko

min

posréd innych akcji z danego stanu
4, @i

We wstepnych testach najlepsze wyniki dato podejscie z punktu [I} wszystkie kolejne ekspery-
menty byly prowadzone wilasnie z tym wzorem.

Istotne dla skutecznosci tego podejscia jest odpowiedni wybor innego parametru Mixed-
UCT: tego jak w jakie drzewo UCT bedzie przekazywane jako drzewo startowe do kolejne;j
iteracji. Rozpoczynanie kazdej iteracji od pustego drzewa spowodowatoby utrate wszystkich
informacji z poprzednich iteracji, co skutkowatoby bardzo stabymi strategiami. W rozdziale
dotyczacym mozliwych sposobéw tworzenia drzew dla kolejnych iteracji znajduje si¢ informa-

cja o tym, ktére sposoby zostaty wybrane do uzycia z ta metoda generowania strategii.

Ekstrakcja najlepszej Sciezki z kazdego z drzew. To podejscie jest koncepcyjnie najprost-
sze ze wszystkich trzech. W ramach tego podejscia wykorzystywana jest dodatkowa zmienna
globalna — wektor najlepszych $ciezek znalezionych w kolejnych iteracjach. W tej metodzie
ekstrakcji z drzewa UCT w kazdej iteracji zostaje wybrana jedna, najlepsza Sciezka i dodawana

do wektora najlepszych Sciezek znalezionych w kolejnych iteracjach. Kazda $ciezka definiuje
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wybor ruchu w kazdym ze stanéw od korzenia do liscia, jest zatem dobrg strategia prosta zre-
dukowang lidera (dzigki zatozeniu (T)). Strategia mieszana jest wyznaczana poprzez zliczenie
czestotliwosci poszczegdlnych Sciezek w wektorze i ustalenie im prawdopodobienstw propor-
cjonalnych do liczby wystapien. Ruchy nie znajdujace si¢ w ogdle w wektorze maja prawdopo-
dobienstwo 0. Dodatkowo, podejscie to ma jeden parametr, maksymalna dlugos¢ wektora: wek-
tor moze by¢ albo nieograniczony albo nie dtuzszy niz limit ustawiony jako parametr programu.
W przypadku ustawienia limitu na warto$¢ /[, w momencie, gdy do wektora ma zosta¢ dodana
[+1 Sciezka, najwczesniej dodana §ciezka jest usunigta, aby dlugo$¢ wektora nie przekroczyta [.
Najlepsza Sciezka w drzewie jest wyznaczana w nastgpujacy sposéb: w korzeniu drzewa wybie-
rany jest ruch o najwigkszej wartosci licznika odwiedzin. Nastgpnie w stanie wskazanym przez
ten ruch ponownie wybierany jest ruch o najwigkszej wartosci licznika odwiedzin, nastgpuje
przejscie do stanu wskazywanego przez ten ruch i w kazdym kolejnym stanie wybér ruchu o

najwigkszej wartosci licznika odwiedzin jest powtarzany, az do osiagnigcia wezta terminalnego.

Ekstrakcja wycinkéw z wielu drzew. Trzeci z proponowanych wariantow zamiany drzewa
UCT na strategi¢ taczy w sobie pewne cechy obu podej$¢. Pierwsze podejScie — zamiana ca-
tego drzewa na strategi¢ opiera si¢ na przechowywaniu w drzewie zakumulowanej ze wszyst-
kich iteracji informacji na temat ruchow i zamiana tego drzewa na strategi¢. Drugie podejscie,
niezaleznie od tego co jest akumulowane w drzewie UCT, w kazdej iteracji wybiera najlep-
sza Sciezke 1 przechowuje ja poza drzewem UCT — prowadzi wlasng histori¢. To podejscie
rozszerza pomyst wyboru najlepszej Sciezki do wyboru catego wycinka drzewa, w ktérym ru-
chy maja wysokie warto$ci licznikéw odwiedzin, zbieranie wektora (zmiennej globalnej) takich
wycinkéw i w ramach budowy strategii lidera, sklejania tych wycinkéw w jedno drzewo, ktére
mozna przeksztalci¢ w strategi¢ stosujac metode z wariantu pierwszego. Ten wariant ekstrakcji
strategii jest opisany w Algorytmie Pomigdzy kolejnymi wywotaniami ekstrakcjami stra-
tegii przechowywany jest wektor wycinkéw drzewa za poszczegdlnych iteracji, poczatkowo
pusty (linia [2). Procedura ekstrakcji strategii sktada si¢ z wycigcia z drzewa UCT fragmentu
zawierajacego dobrze ocenione ruchy (linia[d)), nastepnie do wektora wycinkéw drzew zostanie
dodany kolejny wycinek, gdy wycinkéw jest wigcej niz limit podany jako parametr metody, to
najstarszy z wycinkow jest usuwany z wektora. Po modyfikacji wektora, tak, zeby uwzgledniat
wycinek z ostatniej iteracji nastgpuje potaczenie wszystkich wycinkéw w jedno drzewo, a na-
stgpnie zastosowanie metody transformacji drzewa w strategi¢ z pierwszego wariantu metody.
Wynikowa strategia jest zwracana jako rezultat metody.

W linii {]jest wybierany najlepszy wycinek drzewa. Procedura wyboru wycinka przebiega w
nastepujacy sposéb. Parametrem jest wspdtczynnik p z przedziatu (0,1] méwiacy jak duza czes$é
drzewa nalezy zachowa¢. Dla kazdego wezta w drzewie z osobna wykonywana, idac od goéry
drzewa jest nastgpujaca operacja: niech c bedzie liczba ruchéw z danego stanu znajdujacych sig¢
w drzewie UCT. Wylicz r = [p - ¢|. Posortuj ruchy malejaco wedtug Srednich wyptat i wybierz

r najlepszych. Pozostatych nie umieszczaj w wycinku 1 nie przetwarzaj ich nastgpnikow.
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Algorytm 4.3: Ekstrakcja strategii z uzyciem wielu wycinkéw drzew UCT

1 slicelimit// parametr —— maksymalna liczba wycinkéw w
wektorze
treeSlices < []// pusty wektor
def extract Leader Strategy(uctTree):
slice « getSlice(uctTree);
if length(treeSlices) = sliceLimit then
‘ treeSlices « deleteFirst(treeSlices);
end
treeSlices <« appendToEnd(treeSlices, slice);
tree «— mergeSlices(treeSlices);
10 | return strategy(tree);

W linii [9] zebrane wycinki drzewa sa sktadane w catos¢. Procedura przebiega w nastepujacy
sposob: wynikowe drzewo zawiera wszystkie stany 1 wszystkie ruchy, ktére wystepuja w co naj-
mniej jednym wycinku. Licznik odwiedzin ruchu jest suma licznikdw odwiedzin ze wszystkich
wycinkow dla tego ruchu. Wartos$¢ Sredniej wyptaty jest usrednieniem wyptaty po wszystkich
ruchach. Uwaga: w zwiqzku z tym, Ze wybrana procedura zamiany drzewa w strategie nie wyko-

rzystuje Sredniej wyptaty, sposob wyliczenia Sredniej wyptaty po potaczeniu nie ma znaczenia.

Sposéb przenoszenia drzewa do nastepnej iteracji

Drugim elementem Algorytmu[4.2] ktéry jest parametrem i moze by¢ zaimplementowany w rézny
sposéb, jest krok przenoszenia drzewa UCT miedzy iteracjami (linia[I3]). Uzyty wariant proce-
dury zalezy od tego, ktéry sposéb zamiany drzewa UCT w strategi¢ byt uzyty. Metody zamiany
drzewa w strategi¢ maja istotnie r6zng charakterystyke przechowywania informacji z poprzed-
nich iteracji. Metoda wyboru najlepszej Sciezki oraz metoda wycinkéw wielu drzew prowadza
w zmiennej globalnej histori¢ odpowiednio Sciezek i wycinkéw drzew z poprzednich iteracji
oraz uwzgledniaja te informacje przy budowie strategii. Metoda zamiany drzewa na strategi¢
nie gromadzi zadnej historii. To spostrzezenie oznacza, ze w przypadku metod, ktdre prowadza
histori¢ mozna zastosowac bardzo proste podej$cie do przenoszenia drzewa UCT do kolejne;j
iteracji, polegajace na porzucaniu wszystkich statystyk i rozpoczynaniu kazdej iteracji od pu-
stego drzewa (nieprzenoszenie zadnej informacji). Taka implementacja zostata tez uzyta w tych
dwoch przypadkach. W przypadku transformacji drzewa w strategi¢ takie podej$cie nie jest
wlasciwe, bo utracona zostalaby informacja z poprzednich iteracji. W zwiazku z tym, dla tej
metody, stosowany jest inny sposdb przenoszenia drzewa UCT pomigdzy iteracjami Mixed-
UCT. W tym przypadku w kolejnej iteracji metody wykorzystywane jest drzewo z poprzedniej
iteracji, co znaczy, ze w kolejnych iteracjach liczniki odwiedzin sa coraz wyzsze. Warto tez
zwréci¢ uwage na fakt, ze z iteracji na iteracj¢ zmienia si¢ strategia nasladowcy, co oznacza,
ze w fazie selekcji algorytmu UCT decyzje sa podejmowane na podstawie zakumulowanych

Srednich wyptat z poprzednich iteracji, ktére moga nie odpowiadaé wyptatom przeciwko bieza-
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cej strategii naSladowcy. Wraz z kolejnymi aktualizacjami wartoSci tych wyptat przyblizaja si¢

jednak do wartosci odpowiednich dla strategii nasladowcy z tej iteracji.

Sposéb aktualizacji strategii nasladowcy

Ostatnim elementem, ktory w metodzie Mixed-UCT jest mozliwy do ustawienia jest sposOb
w jaki sposéb jest uzyskiwana strategia nasladowcy, ktéra bedzie uzyta w kolejnej iteracji me-
tody. W tym celu utrzymywany jest wektor najlepszych odpowiedzi nasladowcy na strategie
lidera 0; wyliczone w kolejnych iteracjach Mixed-UCT. Po kazdym wyznaczeniu strategii li-
dera wyznaczane sa wszystkie strategie proste nasladowcy, ktére sa najlepsza odpowiedzia na
strategi¢ 0; lidera. Wszystkie znalezione strategie sa zamieniane na strategi¢ mieszana poprzez
ustanowienie jednostajnego rozktadu nad tymi strategiami, a ta strategia mieszana dodawana
jest do wektora odpowiedzi nasladowcy. Wektor strategii nasladowcy przechowuje [ strategii.
Jesli dodawana do wektora strategia spowoduje przekroczenie rozmiaru wektora, to najstarsza
ze strategii jest usuwana z tego wektora. W nastepnym kroku wyznaczana jest strategia mie-
szana, ktéra powstaje poprzez usrednienie strategii mieszanych w wektorze i ta strategia jest
zwracana jako strategia nasladowcy dla kolejnej iteracji Mixed-UCT. Poprzez usrednienie stra-
tegii mieszanych rozumie si¢ tu nastgpujaca operacje: dla kazdej strategii prostej, ktéra wchodzi
w sktad przynajmniej jednej strategii mieszanej w wektorze, zsumuj prawdopodobienistwa jej
zagrania we wszystkich strategiach mieszanych, w ktérych wystepuje, a nastgpnie podziel przez
dlugos¢ wektora. Tak wyliczona liczba jest prawdopodobienistwem zagrania tej strategii prostej

w ramach usrednionej strategii mieszanej.

Warunek stopu

Gtowna petla MixedUCT, w linia 4 w Algorytmie 4.2] jest powtarzana az do osiagni¢cia zada-
nego warunku stopu. Co do zasady, warunek mozna formutowaé dowolnie, jednak we wszyst-

kich eksperymentach przyjeto alternatywe dwéch warunkow:
* liczba iteracji gléwnej petli osiagneta limit bedacy parametrem metody lub

* w przeciagu ostatnich M iteracji nie nastapita poprawa najlepszej znanej strategii (9;°).

Implementacja

Metoda Mixed-UCT zostala zaimplementowana w jezykach Java i Scala dziatajacych na plat-
formie JVM. Jako §rodowisko uruchomieniowe byta wykorzystywana maszyna wirtualna Java
w wersji 8. Repozytorium z kodem Zrédlowym, zawierajace zar6wno metode Mixed-UCT, jak
i opisang dalej O2UCT jest dostgpne pod adresem internetowym https://gitlab.com/
jan-karwowski/petrus. Wspomniane repozytorium zawiera rowniez kod zwigzanymi
z innymi, powiazanymi eksperymentami, ktérego autorami sa Adam Zychowski i Filip Gra-

jek, jednak kod implementujacy wspomniane metody jest w caloSci wykonany przez autora tej
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rozprawy. Szczegoly dotyczace autorstwa kodu Zrédlowego mozna uzyskaé za pomoca mecha-

nizmu git blame.

Wstepne eksperymenty

Zaprezentowana powyzej metoda Mixed-UCT zawiera podprocedury, ktére sa parametrami me-
tody i moga by¢ zamieniane na inne oraz szereg mniejszych parametréw, takich jak dlugosci
poszczegblnych wektoréw, parametr C' we wzorze (1)), czy warunek stopu metody. Waznym
etapem wstepnych prac nad metoda byt wyb6r parametréw. Wybor ten przeprowadzono poprzez
uruchomienie metody na zbiorze gier Basic opisanym w Rozdziale {.1.1] Zostaty przeprowa-
dzone dwa wstgpne eksperymenty: jeden majacy na celu ustalenie ktory z wariantow zamiany
drzewa UCT na strategi¢ bgdzie najlepszy, opublikowany w pracy [41] oraz majacy ustalié
wilasciwg dtugos¢ wektora przechowujacego najlepsze odpowiedzi nasladowcy, opublikowany
w pracy [42].

Oba eksperymenty wstgpne zostaty przeprowadzone w systemie Debian GNU/Linux na

komputerze z procesorem Intel Core 17 CPU @ 3.40GHz.

Wybér metody budowy strategii na podstawie drzewa UCT. Powyzej zaproponowano trzy
warianty metody zamiany statystyk z drzewa UCT na strategi¢ mieszana lidera. Aby stwierdzic,
ktéry z wariantow najlepiej zastosowaé w dalszych badaniach, przeprowadzono nastgpujacy
eksperyment: dla kazdej z gier ze zbioru Basic z limitem rund 7' = 5 uruchomiono poszu-
kiwanie strategii lidera 10 razy. Dla kazdej ze znalezionych strategii obliczono wyptate lidera
przeciwko najlepszej odpowiedzi nasladowcy na t¢ znaleziong strategi¢, a nastgpnie wyniki
usredniono w obrebie kazdej z gier. W celu pomocy prezentacji wynikow, policzona zostata
rowniez wypltata jaka moze otrzymac lider grajac strategi¢ jednostajng przeciwko odpowied-
niej optymalnej odpowiedzi nasladowcy. Na koniec zastosowano przytoczona wczesniej metode
DOBSS [69] do znalezienia dokladnej Réwnowagi Stackelberga. Na podstawie tych wartoSci,

dla kazdego wyznaczono wspotczynnik oceny wyniku gry w nastgpujacy sposéb:

U — Uyniform

sc = , (4.2)

Uoptimal — Wuniform

gdzie u — oceniana wyptata lidera, wyp;form — Wyplata lidera uzyskana dla jednostajnej
strategii lidera, uoptimar — Wyplata lidera w stanie Rownowagi Stackelberga. Latwo jest zaob-
serwowac, ze sc = 1 oznacza optymalny wynik, a sc = 0 wynik taki, jak dla strategii jedno-
stajnej. Formalnie mozliwe jest otrzymanie wyniku sc < 0, jednak znaczytoby to, ze uzyskana
strategia jest gorsza nawet od strategii jednostajnej.

Wszystkie przebiegi Mixed-UCT zostaly uruchomione z parametrami przedstawionymi w Ta-
beli[4.4] W Tabeli §.5| przedstawione zostaly wyniki tego eksperymentu. Warto$ci miary sc dla
metody PD wynosza 1 dla kazdej z gier testowych, w przypadku metody WD sc wynosi 1 dla
8 z 12 przebiegéw. Dla pozostalych przebiegéw wartos¢ ta jest co najmniej 0.96. W przypadku
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Tabela 4.4: Zestaw parametrow Mixed-UCT uzyty we wstgpnych eksperymentach.

Parametr Wartos¢
Wspétczynnik eksploracji (C') we wzorze UCB1 1.4
Liczba symulacji w kazdym weZle bedacym korzeniem z ktérego startu- 500
jemy I2UCT (simCount)

Maksymalna liczba iteracji gléwnej petli Mixed-UCT 45 000
Liczba iteracji bez poprawy powodujaca wczesne zatrzymanie 10 000
Dtugos¢ wektora przechowujacego historyczne strategie nasladowcey (Ir) 500
Limit wysokos$ci prawdopodobienistwa ponizej ktérego ruchy sag usuwane 0.05

ze strategii lidera w procedurze transformacji drzewa UCT w strategi¢

Tabela 4.5: Wyniki wstepnego eksperymentu majacego na celu wybor sposobu zamiany drzewa
UCT w strategie. Dla kazdego wariantu metody 1 dla kazdej prezentowany jest Sredni czas
wykonania w sekundach oraz miara sc zdefiniowana wzorem (#.2)). Dodatkowo, jako wynik
referencyjny, prezentowany jest czas solwera DOBSS, ktory oblicza doktadng strategie.

Pelne drzewo (PD) Wiele wycinkéw (WD) Najlepsze Sciezki (NS) DOBSS
gra czas [s] sc czas [s] sc czas[s] sc sc czas [s]
gamel 2382 1 1559 0.96 1344 0.99 28327 1
game2 2614 1 2117 0.99 1587 1 110 1
game3 3188 1 7643 0.99 2486 0.97 17394 1
game3a 2115 1 3191 1 1379 1 18734 1
game3b 2325 1 3359 1 2484 1 283 1
game3c 2058 1 3183 1 2151 1 18579 1
game3d 2241 1 4062 1 2897 1 4695 1
gamed 1973 1 2364 1 1579 1 5823 1
gameda 2058 1 2007 1 1261 1 5915 1
gamedb 1393 1 1448 0.99 1585 0.99 5519 1
gamedc 2579 1 2416 1 2093 1 5928 1
gamedd 1713 1 2686 1 1775 1 5149 1
Srednia 2220 1 3003 1 1885 1 9705 1
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metody NS dla 9 gier testowych sc ma warto$¢ 1, a dla pozostatych 3 przypadkéw warto$¢
ta jest co najmniej 0.97. WartoSci sc pokazuja, ze wszystkie warianty metody daja strategie
lidera, ktore sa bardzo bliskie strategii lidera ze stanu Rownowagi Stackelberga. W tym aspek-
cie metoda PD jest nieznacznie lepsza od pozostatych. Drugim mierzonym aspektem byt czasy
wykonania metody Mixed-UCT w poszczegllnych wariatach. Tu zréznicowanie jest wigksze,
usredniony po wszystkich grach testowych czas wykonania metody byt najnizszy dla wariantu
NS (1885 sekund), drugi w kolejnosci byt wariant PD (2220 sekund), a trzeci, istotnie wolniej-
szy byl wariant WD. Wszystkie trzy warianty metody sg istotnie szybsze od metody doktadne;j
— DOBSS, jednak r6znice pomigdzy wariantami sa znaczace. Najszybszy (NS) jest o prawie
40% szybszy od najwolniejszego (WD). Celem eksperymentu byt wybér jednego z wariantéw,
ktéry zostanie wykorzystany w dalszych eksperymentach. Metoda wykorzystujaca WD okazata
sig najgorsza zaréwno jesli chodzi o czas wykonania, jak i jakoS¢ wynikéw, co pozostawia wy-
boér pomigdzy PD i NS. O ile PD dawata nieznacznie lepsze wyniki, to odbywato si¢ to kosztem
istotnie wigkszego naktadu czasowego. W zwiazku z tym, majac na uwadze fakt, ze w dalszych
eksperymentach metoda bedzie testowana migdzy innymi pod katem skalowalnoSci czasowe;j

dla duzych gier, do dalszych eksperymentéw zostat wybrany wariant NS.

Dobor dlugosci wektora przechowujacego historyczne strategie nasladowcy. Drugi z eks-
perymentéw wstepnych miat na celu ustalenie jaki limit [z dtugo$ci wektora historycznych naj-
lepszych odpowiedzi nasladowcy da najlepsze rezultaty (pod wzglgdem czasowym i pod wzgle-
dem jakoSci strategii). Eksperyment byt wykonywany po eksperymencie opisywanym wcze-
Sniej 1 w zwiagzku z tym zostal przeprowadzony z uzyciem metody NS (najlepszej Sciezki) do
zamiany drzewa UCT w strategi¢ mieszana. Wyniki tego eksperymentu zostaty pierwotnie opu-
blikowane w pracy [42]. Parametry metody w eksperymencie byty takie same jak w przypadku
poprzedniego eksperymentu, opisane w Tabeli z wyjatkiem parametru [r. Eksperyment
polegat na uruchomieniu metody Mixed-UCT z warto$ciami parametru [z € {1,100,500,1000}
i poréwnaniu wynikéw migedzy soba. Eksperyment, podobnie jak poprzedni, zostal przepro-
wadzony na zbiorze Basic. Dla kazdej gry ze zbioru i dla kazdej wartosci [ zostato prze-
prowadzone 10 przebiegéw Mixed-UCT, a wyniki prezentowane w Tabeli przedstawiaja
usredniony wynik ze wszystkich przebiegéw. Ponownie zostata wykorzystana miara sc zde-
finiowana wzorem (4.2)) i ponownie wyniki zostaty zestawione z metoda DOBSS. Pierwsza
rzecza, ktéra rzuca si¢ w oczy przy analizie wynikow, jest fakt, ze dla [ = 1 znalezione strate-
gie lidera sa duzo stabsze niz dla pozostatych wartosci tego parametru. Srednia wartos¢ sc dla
tego przypadku wynosi 0.97. Dla wszystkich pozostatych przypadkéw Srednia warto$¢ wynio-
sta 1 (zaokraglona do dwdéch miejsc po przecinku). Ta obserwacja jest podstawa do odrzucenia
warto$ci [ = 1 jako kandydata na warto$¢ parametru [r. W przypadku pozostaltych warto-
Sci jakos¢ otrzymanych strategii jest réwnie dobra, rézni si¢ jednak czas obliczeri. Sredni czas
obliczen dla wartosci 100 wyniost 1499 sekund, dla wartosci 500 1359 sekund, a dla warto-

Sci 1000 — 1289 sekund. Mozna zaobserwowaé nieznaczny spadek Sredniego czasu obliczen
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Tabela 4.6: Wyniki wstgpnego eksperymentu, ktéry miat na celu wyznaczenie optymalnej war-
tosci parametru [ — dtugosci wektora przechowujacego optymalne odpowiedzi nasladowcy,
ktory stuzy do wyliczenia strategii mieszanej nasladowcy w metodzie Mixed-UCT

game 1 100 500 1000 DOBSS
czas [s] sc czas [s] sc czas [s] sc czas [s] sc czas[s] sc
gamel 1448 0.81 1492 099 1592 099 1611 099 28327 1
game2 1049 099 1113 1 1333 1 1351 1 110 1
game3 2319 099 1786 1 1332 1 1135 1 17394 1
game3a 2003 1 1230 1 1358 1 1487 1 18734 1
game3b 1838 096 1382 1 1823 1 1639 1 283 1
game3c 1777 0.94 1358 1 1286 1 1169 1 18579 1
game3d 2129 0.99 1467 1 1186 1 1218 1 4695 1
gamed4 1777 1 1995 1 1151 1 1310 1 5823 1
gameda 1681 1 1637 1 1203 1 1114 1 5915 1
game4b 1788 1 1639 1 1312 1 1061 1 5519 1
gamedc 1783 1 1494 1 1374 1 1203 1 5928 1
gamed4d 1948 1 1391 1 1356 1 1165 1 5149 1
Srednia 1795 097 1499 1 1359 1 1289 1 9705 1

dla coraz wigkszych wartosci parametru. Jednoczesnie nalezy podkresli¢, ze spadek czasu nie
jest obserwowany we wszystkich grach. W przypadku gier gamel i game2 obserwujemy od-
wrotng prawidtowos¢ — dla mniejszych wartosci parametru uzyskiwane sa krotsze czasy. Mimo
to ogélny wynik sugeruje, ze warto$¢ 1000 data najlepszy rezultat i w zwiazku z tym ta wartoS¢
zostata wybrana do dalszych eksperymentéw.

Kroétkiego komentarza wymaga fakt, ze uzycie dluzszego, zajmujacego wigcej pamigci,
wektora spowodowato skrécenie czasu obliczen. Warto zauwazy¢, ze wektory implementowane
sa z uzyciem tablic, w zwiazku z czym dlugos¢ wektora nie ma wptywu na szybkos$¢ indek-
sowania. Po drugie, ze wzgledu na warunek wczesnego zatrzymania — metoda Mixed-UCT
zatrzymuje si¢ po wykonaniu odpowiednio duzej liczby iteracji, ktére nie przyniosty poprawy
strategii lidera. W przypadku wyzszych wartoSci testowanego parametru szybciej osiaggana jest

dobra strategia lidera, ktdra nie jest juz poprawiana i dzigki temu caly przebieg jest krétszy.

4.2.4 Wyniki eksperymentalne

Przedstawione wyzej eksperymenty mialy na celu tylko dob6r parametréw do metody. Co
prawda wyniki w tabelach [4.5]1@.6] sa zestawione z metoda obliczajaca doktadnie stan Row-
nowagi Stackelberga DOBSS, jednak zbidr testowy byl zbyt ograniczony, zeby mozna bylto
twierdzi¢, ze metoda Mixed-UCT jest bardziej wydajnym podejsciem do obliczania Réwno-
wagi Stackelberga. Ponadto, w momencie prowadzenia eksperymentu wstgpnego autorowi roz-
prawy nie byly jeszcze znane szybsze niz DOBSS metody obliczania rownowagi Stackelberga

w grach sekwencyjnych (najstarsza z metod opisanych w Rozdziale to BC2015, opubli-
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kowana w roku 2015, podobnie pierwszy eksperyment wstgpny, opublikowany w 2016 roku,
byt prowadzony w roku 2015, bardzo krétko po publikacji wspomnianej metody). W zwiazku
z tym, zeby ocenic faktyczng przydatnos¢ metody Mixed-UCT konieczne byto przeprowadzenie
eksperymentow na wigkszej liczbie gier i zestawienie wynikéw z metoda szybsza niz DOBSS.

Eksperymenty zostaty przeprowadzone na zbiorze WHG, dla gier o liczbie rund od 1" = 3
do T" = 9 (eksperymenty wstepne byly prowadzone wytacznie dla 7" = 5). Wyniki dla metody
Mixed-UCT sa zestawione z metoda DOBSS (uzyta juz w eksperymentach wczesniejszych)
oraz z metoda BC2015 (opisana doktadnie w ramach przegladu literatury w Rozdziale [3.7.1).
Poréwnany jest czas potrzebny do wyznaczenia strategii lidera oraz jako$¢ znalezionej stra-
tegii rozumiana przez wyplate lidera w sytuacji, gdy lider gra znaleziona strategi¢ przeciwko

najlepszej odpowiedzi nasladowcy dla tej znalezionej strategii.

Srodowisko uruchomieniowe. Wszystkie eksperymenty byly uruchomione na maszynie z
procesorem Intel Core 17 CPU @3.40GHz and 16GB RAM dziatajacej pod kontrola systemu
Debian GNU/Linux. W przypadku metod DOBSS oraz BC2015, ktére buduja program liniowy,
ktérego rozwiazanie definiuje strategie lidera, zostal uzyty solwer programowania liniowego
Gurobi 8.0 [34]. W przypadku Mixed-UCT ponownie byta uzyta maszyna wirtualna Java w wer-
sji 8.0. W przypadku metody Mixed-UCT, ze wzglgdu na jej losowa nature, wykonano 10 prze-
biegéw dla kazdej z gier testowych, a wyniki uSredniono. W przypadku metod wykorzystuja-
cych programowanie liniowe, wykonany jedno powtdrzenie kazdego przebiegu.

Parametry metody Mixed-UCT sa zgodne z parametrami wyznaczonymi we wstepnych eks-
perymentach, wybrana metoda zamiany drzewa w strategi¢ to wybodr najlepszej Sciezki (NS),
dhugos¢ [ wektora zawierajacego historyczne strategie nasladowcy wynosita 1000, pozostate
parametry zgodnie z wczesniej przedstawiona Tabela 4.4 Metody DOBSS i BC2015 nie maja
zadnych parametréw.

Wyniki eksperymentow. W zwiazku z duzo szerszym zakresem gier testowych niz w po-
przednich eksperymentach, 25 gier testowych w dla liczby rund od 3 do 9, eksperymenty nie
beda zaprezentowane réwnie szczegétowo, jak eksperymenty wstepne. W przypadku metod
opartych o programowanie liniowe nie byto mozliwe policzenie wszystkich gier testowych.
W przypadku metody DOBSS gry majace 1" = 6 lub wiecej rund wymagaty zbudowania pro-
gramu liniowego, ktorego rozwiazanie nie byto mozliwe w dostegpnym limicie pamigci opera-
cyjnej, w przypadku metody BC2015 programy liniowe byty mniejsze, ale nadal niemozliwe
bylo obliczenie strategii dla 7' = 7 1 wigkszych. Tabela 4.7| przedstawia czasy obliczen zagre-
gowane po liczbie rund 7', oprécz tego, te same dane sa zaprezentowane w formie wykresu
na Rysunku Te wyniki pierwotnie zostaly opublikowane w pracy [43]].

Rysunek poza punktami reprezentujacymi Srednie czasy obliczen dla poszczegdlnych
dlugosci gier, prezentuje krzywe dopasowane do tych punktéw, ktére sa pozwalaja ekstrapo-

lowaé czas obliczen dla wigkszych dlugosci gier, dla ktérych nie udato si¢ obliczy¢ warto-
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Tabela 4.7: Czasy wykonania metody Mixed-UCT usrednione po wszystkich gier o danej liczbie
rund 7" = 3, ....9, na tle metod budujacych programy liniowe — DOBSS 1 BC2015. Czasy tych
dwu metod zaprezentowane tylko dla zakresu 7', dla ktérych byto mozliwe policzenie wartosci
w ramach dostgpnej pamigci operacyjne;.

liczba rund (T") 3 4 5 6 7 8 9
Mixed-UCT: czas [s] 453 955 2240 2908 5233 10360 20827
DOBSS: czas [s] 0.03 7.33 994 — — — —
BC2015: czas [s] 0.20 2.20 80 9654 — — —

Tabela 4.8: Wspétczynniki funkcji aproksymujacych czas wykonania metod przedstawionych
w Tabeli 4. 7| dopasowane z uzyciem metody najmniejszych kwadratéw.

Mixed-UCT DOBSS BC2015
a® + ba? de” e f97°
a=2.9 d=34e—-6 e=14e—3
b="T4 e =49 f=15

g=1.1

Sci. Krzywe aproksymujace czasy zostaly uzyskane w nastgpujacy sposob: na podstawie ana-
lizy pseudokodu poszczeg6lnych metod dobrane zostaty funkcje z parametrami. Odpowiednio:
a® + ba? dla Mixed-UCT, ze wzgledu na to, ze poszukiwanie odpowiedzi lidera jest realizowane
poprzez petny przeglad strategii lidera i zajmuje liniowo duzo czasu wzgledem tej liczby. Liczba
mozliwych strategii lidera z kolei rosnie wyktadniczo wzglgdem liczby rund w grze. Stad pierw-
szy sktadnik, ktéry jest wykladniczy. Drugi sktadnik to pozostata czg$¢ metody Mixed-UCT,
zwiazana z algorytmem /2-UCT, w ktérym symulacja od korzenia do liScia zajmuje liniowo
wiele czasu, a liczba symulacji, ze wzgledu na petle w linii [3| Algorytmu 4. 1| jest liniowa wzgle-
dem dlugosci gry, co daje ztozono$¢ kwadratowa. W przypadku metody DOBSS wybrano funk-
cje cd®, gdzie c¢,d to parametry, ktére beda dopasowywane. Program liniowy tworzony przez
te metode ma liczbg kolumn proporcjonalng do liczby strategii na§ladowcy oraz liczbg wierszy
proporcjonalng do liczby strategii lidera, kazdy z tych zbioréw strategii ma wykladniczo wiele
elementow wzgledem liczby. W przypadku metody BC2105 wybrano funkcjg e f gz? gdziee,f.g
to parametry. Znaczenie ma przede wszystkim rozmiar sekwencyjnej reprezentacji gry, ktory
jest liniowy wzgledem liczby weztow w drzewie gry. Ta z kolei jest wyktadnicza wzgledem
liczby krokéw w grze. Wszystkie wybrane funkcje maja 2 lub 3 parametry. Za pomoca me-
tody najmniejszych kwadratow Levenberga-Marquardta [56]] zaimplementowanej w pakiecie
Gnuplot wartosci wspotczynnikéw funkcji zostaly dopasowane do odpowiadajacych punktow

z Tabeli Uzyskane wartosci wspétczynnikéw sa przedstawione w Tabeli [4.8]
Patrzac na Srednie czasy obliczen przedstawione w Tabeli .71 na Rysunku 4.7 wida¢, ze

dla matych gier metoda Mixed-UCT jest duzo wolniejsza od metod opartych o programowa-

nie liniowe. Jednak wraz ze wzrostem rozmiaru gier czas wykonania Mixed-UCT skaluje si¢
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Rysunek 4.7: Czasy wykonania metody Mixed-UCT uSrednione po wszystkich gier o danej
liczbie rund T = 3,...,9, na tle metod budujacych programy liniowe — DOBSS i BC2015.
Czasy tych dwu metod zaprezentowane tylko dla zakresu 7', dla ktérych byto mozliwe poli-
czenie warto$ci w ramach dostgpnej pamigci operacyjnej. Dane z Tabeli z dodang krzywa
aproksymujaca dalsza skalowalnos$é czasowa.

duzo lepiej. Dla gier o 7' = 6 metoda Mixed-UCT jest szybsza od pozostatych metod. Co wig-
cej krzywe ekstrapolujace czas wykonania dla wigkszych gier nie mieszcza si¢ na wykresie
pomimo zastosowania skali logarytmicznej. W przypadku gier o 7' = 7,8,9 r6znica w cza-
sie wykonania pomiedzy Mixed-UCT, a metodami opartymi o program liniowy wyniostaby od
kilku do kilkunastu rzedow wielkosci. W sytuacji, gdy 7' = 9 przewidywany czas obliczen me-
tod DOBSS i BC2105 bytby tak duzy, ze nie jest mozliwe praktyczne zastosowanie tych metod,

metoda Mixed-UCT jest nadal w stanie rozwiazac te gry w czasie liczonym w dniach.

Réwnie wazne, jesli nie wazniejsze niz szybko$¢ obliczen, jest to, czy metoda Mixed-UCT
oblicza strategie, ktore daja liderowi dobra wyptatg. Gdyby tak nie byto, to caly zysk z szyb-
szych obliczen bytby pozorny. Problemem w badaniu jakosci znalezionej strategii jest fakt, ze
nie sa znane rozwigzania dla wszystkich gier. Doktadny stan rownowagi Stackelberga udato si¢
policzy¢, z uzyciem metody BC2015 dla gier o T' < 6. W zwiazku z tym poréwnanie jakoSci
strategii lidera mozliwe jest tylko dla tych gier. Ponadto w przypadku gier o 7' = 3,4 problem
bardzo czgsto miat trywialne rozwiazanie, strategia jednostajna lidera dawata doktadnie taka
samg wyplate, jak strategia ze stanu rownowagi Stackelberga. Wynika to z faktu, ze w wielu
przypadkach 3 rundy nie byly wystarczajace, zeby ktérykolwiek z graczy miat szans¢ wykonac
akcje, ktora dawata inna wyplate koncowa niz 0. Powyzsze problemy spowodowaty, ze ana-
liza jakoSci znalezionych strategii zostata przeprowadzona tylko dla gier o liczbie rund 7' = 5
iT = 6. Wyniki szczegétowe dla gier 7" = 5 s przedstawione w Tabeli[4.9] a dla giero 7" = 6
w Tabeli4.10] W obu tabelach prezentowana jest miara sc zdefiniowana wzorem (#.2)) w dwéch

wariantach, dla Sredniej wyptaty strategii lidera z 10 przebiegéw metody (oznaczona jako sc)
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oraz dla maksymalnej wartosci tej wyptaty (ScCq.). Warto$¢ miary sc dla strategii obliczonej
pozostalymi metodami jest pominigta, poniewaz obliczaja one doktadny stan rownowagi, a co
za tym idzie warto$¢ sc wynosi 1. Obok wartosci sc prezentowane sg czasy obliczen dla kaz-
dej z gier testowych dla metod Mixed-UCT 1 BC2015. Czas obliczen metody DOBSS zostat
pominigty, poniewaz, co pokazano w Tabeli dla gier o 7' > 4 jest on wyraZnie gorszy od
pozostatych metod. Analizujac wartoSci sc w Tabeli [4.9] mozna zaobserwowac, ze dla wigk-
szoSci gier wskaznik sc jest powyzej 0,9, co oznacza, ze jakosS¢ znalezionej strategii jest dobra.
Sa dwie instancje testowe, dla ktdrych ten wynik jest istotnie gorszy: gra 24, gdzie wynik to
0,71 oraz gra 56, gdzie wynik to tylko 0,56. Mimo tych dwoéch przypadkéw, Srednia wartosS¢
miary sc to 0,95. Dodatkowo, patrzac na warto$¢ sc,,., mozna zauwazy¢, ze w 14 przypadkach
warto$¢ ta jest rowna 1, a tylko w jednym, gra 56, jest ponizej 0,98. Oznacza, to ze wyniki me-
tody Mixed-UCT mozna poprawi¢ poprzez kilkukrotne uruchomienie tej metody, a nastgpnie
wybor najlepszego z wynikéw z tych przebiegdéw. To, oczywiscie, oznacza dodatkowy koszt
czasowy. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage na fakt, ze, zakladajac 10 powtdrzen, czas obliczen
wzro$nie dziesigciokrotnie, a dla gier o liczbie rund 7' < 7 warto$¢ ta nadal bytaby duzo mniej-
sza niz czas obliczen BC2015, co mozna zaobserwowaé na Rysunku Czasy obserwowane
w Tabeli 4.9 sa zbiezne z wczesniejszymi obserwacjami w Tabeli W przypadku 7' = 5
metoda Mixed-UCT potrzebuje Srednio 28 razy wigcej czasu na obliczenie strategii w tej sa-
mej grze. W skrajnych przypadkach, gdy metoda BC2015 zwraca wynik bardzo szybko (gry 74
i 87) wspétczynnik ten jest wigkszy, odpowiednio 1890 oraz 485. Tabela[d.10] ktora przedstawia
wyniki dla gier o 7' = 6 rundach uklad prezentacji wynikéw jest identyczny, jak w poprzed-
niej tabeli. W przypadku wartoSci sc oraz sc,,,, wartosci sa nieznacznie nizsze niz w grach
o T = 5. Warto$¢ sc po raz kolejny jest mniejsza od 0,9 tylko w grach 24 i 56, w przypadku
wartosci Sc,q, ponownie jest wiele wartosci 1,0, cho¢ warto zwrdci¢ uwage, ze tym razem sa
dwie wartoSci ponizej 0.98, dla gier 24 — 0,91 oraz 56 — 0,56. W pozostatych przypadkach
jako$¢ znalezionych strategii jest dobra. Srednie warto$ci s¢ i S¢mq, Sa tylko nieznacznie nizsze
niz warto$ci w poprzedniej tabeli. Sredni czas obliczen dla gier o T = 6 jest korzystniejszy dla
metody Mixed-UCT. Nalezy jednaz zwréci¢ uwage na fakt, ze w kilku przepadkach testowych
BC2015 jest szybsza od Mixed-UCT. Sa to gry: 20, 31, 39, 41, 56, 74, 87, 96. Przytoczone 8
przypadkéw to prawie 1/3 zbioru testowego. Mimo to, Sredni czas metody BC2015 jest po-
nadtrzykrotnie wigkszy od Mixed-UCT. Dzieje si¢ tak dlatego, ze w niektérych przypadkach,
takich jak gry 42, 82, 85, 91 BC2015 jest duzo wolniejsza od metody metaheurystycznej. W tym
miejscu warto tez zauwazyc, ze czasy wykonania metody Mixed-UCT sa duzo bardziej prze-
widywalne, dla wszystkich instancji gier o tej samej dlugosci czasy wykonania sa podobne.

W przypadku metody BC2015 czasy sa bardzo zr6znicowane pomiedzy instancjami.

Przedstawione wyniki pokazuja, ze dla duzych gier czas obliczenia strategii przy uzyciu
metody Mixed-UCT jest duzo nizszy niz w przypadku BC2015, starsza metoda DOBSS dziata
w rozsadnym czasie jedynie dla bardzo matych gier. Analiza jakoSci uzyskiwanych strategii

pokazuje, ze dla wigkszosci gier ze zbioru testowego strategia policzona przez Mixed-UCT
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jest tylko nieznacznie gorsza od doktadnych rozwiazan. Dodatkowo metoda Mixed-UCT po-
trzebuje duzo mniej pamigci niz metody oparte o programowanie liniowe. Metoda Mixed-UCT
mogta rozwiazaé na komputerze z 16GB RAM gry o kilka rzgdéw wielkosci wigksze niz me-
tody oparte o MILP. Nie mozna jednak nie powiedzie¢ to dwoch grach, dla ktérych strategie
znajdowane przez Mixed-UCT daja gorsze wyplaty niz strategie ze stanu ROwnowagi Stackel-
berga. Druga rzecza, ktéra nalezy podkresli¢ jest fakt, ze eksperymenty zostaty przeprowadzone
tylko na zbiorze testowym WHG, w ktérym struktura wyptat graczy jest bliska sumie zerowe;j.
W zwiazku z tym nie mozna stwierdzi¢, ze Mixed-UCT nada je si¢ do stosowania w ogdlnej

klasie gier o sumie niezerowej z niepetng informacja.

4.2.5 Ograniczenia i stabe punkty metody Mixed-UCT

Po przeprowadzeniu eksperymentéw przedstawionych powyzej, prace nad metoda Mixed-UCT
zostaty skierowane w dwdch kierunkach: czy da si¢ poprawi¢ wyniki metody na wspomnianych
wczesniej grach 24 1 56 oraz czy jest mozliwe uzyskanie dobrych wynikéw na grach dalszych od
sumy zerowej. Niestety nie udato si¢ zaproponowac takich modyfikacji metody, ktére pozwoli-
tyby na uzyskanie dobrych wynikéw na zbiorze WNZ. Nie udato si¢ tez poprawi¢ wynikéw dla
dwéch wspomnianych gier. Ponadto giéwnym celem przewodnim przy budowie Mixed-UCT
byto stwierdzenie, czy jest mozliwe zastosowanie wprost podej$cia UCT do poszukiwania stra-
tegii lidera. Niestety nie udato si¢ w petni zrealizowac tego planu, cho¢, co warto podkreslic,
czas znajdowania strategi dla duzych gier ze zbioru WHG jest bezkonkurencyjny wzgledem

metod opartych o programowanie liniowe.
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Tabela 4.9: Szczeg6étowe wyniki eksperymentéw dla gier z T = 5. Pierwsza kolumna podaje
numer gry ze zbioru testowego (numery nie sa kolejnymi liczbami, co zostato wyja$nione w
Rozdziale @.1.T] opisujacej tworzenie zbioru testowego). Nastgpnie prezentowana jest miara sc
liczona wzorem dla strategii obliczonych przez Mixed-UCT. Podane s3 dwa warianty: sc
— miara obliczona na podstawie Sredniej wyplaty lidera z 10 powtOrzen przebiegu oraz sc,qz,
ktora uwzglednia wartoS¢ maksymalna. W kolejnych dwoéch kolumnach zaprezentowany jest
czas obliczen odpowiednio Mixed-UCT 1 O2-UCT. W ostatnim wierszu tabeli znajduja si¢ Sred-
nie po wszystkich instancjach prezentowanych w tabeli.

Mixed-UCT BC2015
gra sc SCmaz CZas [S] czas
17 0,99 1,00 1705 64
2 1,00 1,00 5259 95
20 1,00 1,00 2200 63
24 0,71 098 2431 16
3 1,00 1,00 2111 69
35 098 1,00 1117 25
39 1,00 1,00 1376 32
41 0,98 0,99 1661 35
42 1,00 1,00 2149 425
43 1,00 1,00 1236 29
56 0,56 0,79 4410 37
59 0,99 0,99 1632 110
64 099 1,00 1793 30
7 1,00 1,00 1744 163
74 095 099 3379 2
78 098 1,00 1380 88
82 1,00 1,00 1820 197
85 0,90 0,99 3833 138
87 0,99 0,99 3396 7
89 099 1,00 1151 14
91 091 1,00 2096 101
96 0,98 0,98 1409 14
srednia 095 0,99 2240 80
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Tabela 4.10: Szczegétowe wyniki eksperymentow dla gier z T = 6. Pierwsza kolumna podaje
numer gry ze zbioru testowego (numery nie sa kolejnymi liczbami, co zostalo wyjasnione w
Rodziale @.1.1] opisujacej tworzenie zbioru testowego). Nastepnie prezentowana jest miara sc
liczona wzorem (4.2) dla strategii obliczonych przez Mixed-UCT. Podane sa dwa warianty:
sc — miara obliczona na podstawie Sredniej wyptaty lidera z 10 powtérzen przebiegu oraz
5Cmaz» Ktora uwzglednia warto$¢ maksymalng. W kolejnych dwéch kolumnach zaprezentowany
jest czas obliczen odpowiednio Mixed-UCT 1 BC-2015. W ostatnim wierszu tabeli znajduja si¢
Srednie po wszystkich instancjach prezentowanych w tabeli.

Mixed-UCT BC2015
gra sc SCmax CZas [S] czas
17 0,99 0,99 2238 4134
2 1,00 1,00 5761 7109
20 1,00 1,00 3722 2287
24 0,70 091 4087 28944
3 0,99 1,00 3304 7018
31 1,00 1,00 3299 632
35 0,96 0,99 1972 3734
39 0,99 099 2019 1941
41 0,97 098 2846 1938
42 090 1,00 1736 71573
43 1,00 1,00 1906 4118
56 0,42 0,56 4357 3821
59 0,99 0,99 1954 11738
64 098 098 2433 2436
7 1,00 1,00 3631 6590
74 1,00 1,00 2396 1018
78 096 1,00 2791 5779
82 0,99 099 3142 31122
85 091 1,00 2169 11217
87 0,95 1,00 4943 479
89 098 1,00 2078 1417
91 1,00 1,00 1741 12149
96 1,00 1,00 2360 849
Srednia 094 097 2908 9654
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4.3 Metoda O2-UCT: aproksymacja wykorzystujaca naprze-

mienne probkowanie strategii lidera i nasladowcy

Podejscie, ktére miato w sposéb bezposredni sposéb wykorzystywac algorytm UCT, czyli opi-
sana w poprzednim rozdziale metoda Mixed-UCT zakorniczylo si¢ czgSciowym sukcesem. W pew-
nych kasach gier metoda sprawdzita si¢, jednak nie jest ona uniwersalnie skuteczna. Silnym
zalozeniem ograniczajacym swobode¢ projektowania metody Mixed-UCT byt warunek, ze to
podejscie ma bezposrednio wykorzystywac algorytm UCT. Wszystkie dalsze elementy, na przy-
ktad konieczno$¢ zaproponowania metody zamieniajacej drzewo UCT na strategig, czy koniecz-
nos$¢ budowy wypadkowej odpowiedzi nas§ladowcy, byly podyktowane wtasnie budowa metody
w okoét centralnego punktu, ktérym z zatozenia byta metoda UCT. Dodatkowo tak zbudowane
podejscie jest trudne do analizy teoretycznej i przeprowadzenia jakichkolwiek dowodéw zbiez-
nosci. W zwiazku z zaobserwowanymi ograniczeniami, budujac druga metode do poszukiwania
rownowagi zostato zastosowane istotnie inne podejscie. Tym razem powstat szkielet algorytmu,
ktoéry jest inspirowany elementami podej$¢ do poszukiwania Réwnowagi Stackelberga z litera-
tury oznaczonymi symbolami TO1-TO4 na stronie [95] Szkielet ten uzupetnia si¢ nastgpnie im-
plementacjami poszczegdlnych elementéw metody i czg¢$¢ z tych elementéw moze, (i w wersji
prezentowanej w tej rozprawie jest), by¢ zaimplementowana z uzyciem podejscia UCT.

Metoda opisywana w tym rozdziale nosi nazwe O2-UCT, co jest skrétem od Double Oracle,
podejscia do poszukiwania stanéw réwnowagi w grach opisanego w Sekcji [3.6| oraz UCT, me-
tody poszukiwania najlepszego ruchu w grach z peina informacja, opisanego w Sekcji |4.2.1
Catos¢ metody taczy w sobie elementy z obu tych podejs¢ i stuzy do znajdowania strategii
lidera, ktéra bedzie dawa¢ mozliwie duza wyptate w grach Stackelberga. W przeciwienstwie
do Mixed-UCT, ta metoda nie nakada dodatkowych ograniczen na strukture zbioréw informa-
cyjnych ponad wymaganiem doskonatej pamigci. Wyniki badan nad metoda O2-UCT zostaty
pierwotnie opublikowane w pracach [45] i [44].

Praktycznie wszystkie podejScia do Réwnowagi Stackelberga z literatury, zarowno ogdlne,
opisane z Rozdziale oraz metody dziatajace dla specyficznych klas gier, jak na przyklad
metoda opisana w Rozdziale 3.3| zawieraja element, w ktérym ustalana jest pewna strategia na-
Sladowcy i dla niej poszukiwana jest strategia lidera, dla ktérej ta ustalona strategia nasladowcy
jest optymalng odpowiedzia. W metodach tego typu nastgpuje przeglad strategii nasladowcy
i krok poszukiwania strategii lidera dla kazdej przegladanej strategii nasladowcy. To, w jaki spo-
sOb przegladane sa strategie nasladowcy, zalezy od metody. Metody ogdlne zwykle wykorzy-
stuja albo pelny przeglad, albo stosuja jaki§ wariant metody podziatu i ograniczeri wynikajacy
z postaci programu liniowego. Niektdre z nich zawieraja jawna implementacj¢ podziatu 1 ogra-
niczefi, np. metoda ASPEN opisywana w Rozdziale [3.3] inne, na przyktad BC2105, opisywana
w Rozdziale buduja program liniowy ze zmiennymi binarnymi i polegaja na metodach
wbudowanych w solwery programowania liniowego. Niemniej jednak pierwszym istotnym dla

wydajnosci metody elementem jest wiasnie efektywne przeszukiwanie przestrzeni strategii na-
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Sladowcy. Zewngtrzna petla proponowanej w tej sekcji metody O2-UCT bedzie miata za zadanie
wykonywac wlasnie przeszukiwanie przestrzeni strategii nasladowcy.

Rysunek przedstawia zamysl przeszukiwania przestrzeni strategii na§ladowcy w meto-
dzie O2-UCT. Podejscie polega na zastosowaniu heurystycznej metody probkowania strategii
nasladowcy, ktéra wraz z kolejnymi probkowaniami zbiera informacje o uzyskanych wyptatach
lidera 1 wykorzystuje zebrane informacje do ukierunkowania prébkowania na strategie nasla-
dowcy, ktére moga da¢ mozliwo$¢ zagrania strategii lidera, ktéra da mozliwie duza wyplate
liderowi. Kazda z wybranych strategii nasladowcy jest oceniana poprzez znalezienie strategii
lidera, dla ktorej ta strategia nasladowcy jest najlepsza odpowiedzia. Strategie lidera znalezione
w tym kroku sa rowniez kandydatami na przyblizenie strategii lidera ze stanu Réwnowagi Stac-
kelberga. Algorytm 4] przedstawia przebieg zewnetrznej petli metody O2-UCT. Gléwna petla
algorytmu w linii [3] jest powtarzana az do osiagnigcia ustalonego warunku stopu. W biezacej
implementacji metody jest to po prostu limit liczby iteracji. Kazdy przebieg petli rozpoczyna
si¢ od prébkowania strategii nasladowcy. Heurystyka prébkujaca powinna uwzgledniaé wyniki
probkowan z poprzednich iteracji, 1 preferowac strategie, ktdre potencjalnie moga dac lepsza
wyptate lidera. Dla kazdej uzyskanej w ten sposéb strategii na§ladowcy dobierana jest strate-
gia lidera, w linii [5] dla ktdrej ta strategia nasladowcy jest najlepsza odpowiedzia. Dodatkowo
procedura doboru strategii lidera musi optymalizowa¢ wyptatg lidera (z zachowaniem warunku,
ze 0y jest najlepsza odpowiedzia). Po dobraniu strategii lidera dysponujemy profilem strategii
(01,07), ktéry jest kandydatem na wynik algorytmu. Dla tego profilu obliczana jest wartos¢
oczekiwana wyplaty lidera, a nastgpnie, w linii [} statystyki dla metody prébkowania sa aktu-
alizowane. Trzeba tu zwrdci¢ uwage na fakt, ze te statystyki uwzgledniaja wartoS¢ oczekiwang
wyplaty lidera, mimo, ze prébkujemy strategie nasladowcy. Jest to technika zblizona do tech-
niki podziatu i ograniczern we wspomnianych metodach z literatury, gdzie odrzuca si¢ podprze-
strzenie strategii nasladowcy, dla ktérych lider z pewnoScia nie bedzie miat wyplaty lepszej niz
wyptlaty znalezione wczesniej. W tym podejsciu heurystyka probkujaca ma wybierac strategie
nasladowcy, ktére umozliwia liderowi znalezienie odpowiedzi, ktéra da mozliwie duza wartos¢
u;. Na koncu petli, w linii [/| aktualizowana jest najlepsza znana strategia lidera, ktéra na koncu
algorytmu postuzy jako zwrécony wynik.

Tak sformutowany szkielet algorytmu nalezy uzupeini¢ dwoma elementami: procedura ukie-
runkowanego probkowania strategii nasladowcy (linia ] Algorytmu [4.4)) oraz procedura poszu-
kiwania strategii lidera dla prébkowanej strategii nasladowcy (linia[5| Algorytmu.4). W imple-
mentacji O2-UCT pierwsza z procedur bedzie wykorzystywaé UCT, a druga z procedur bedzie
rodzajem podejsScia Podwéjnej Wyroczni (Double Oracle). Ponizej opisane sa obie te procedury.

4.3.1 Probkowanie kandydatéw na strategi¢ nasladowcy

Metoda Upper Confidence Bound applied to Trees (UCT) opisana w Rozdziale 4.2.1] jest me-
toda ukierunkowanego przeszukiwania drzew gier. W przypadku metody O2-UCT potrzebna

139



ROZDZIAE 4. PROPONOWANE PODEJSCIA DO ROWNOWAGI STACKELBERGA

Algorytm 4.4: Zewnetrzna petla metody O2-UCT

A B A W N =

10
11

wejScie: G — gra Stackelberga

(0, 0F) < null;

historical DataForSampling «— &J;

while —stopCondition() do

dp — sampleFollowerStr(G, historical DataForSampling);

0 — findLeaderStrategy(G, dy);

historical DataForSampling «—
append(historical DataForSampling, (§¢,w(6;,95)))// W tym
miejscu uzyta Jest wypltata lidera!

if ul(él, 5f) > ul(él*, 5;) then

| (65, 6%) < (8, 6¢);

end

end

return (5}, 0%);

Dobierz taka strategi¢ lidera,

Wybierz strategi¢ nasSladowcy dla ktérej probkowana strategia
wykorzystujac ukierunkowanie ——— nasladowcy jest najlepsza odpowiedzia,
probkowanie a w drugiej kolejnosci lider

[ ma mozliwie wysoka wyptate

Zaktualizu;j statystyki
ukierunkowanego prébkowania
na podstawie wyplaty lidera

Zapamigtaj najlepszy znany
profil strategii

Rysunek 4.8: Zewngtrzna petla metody O2-UCT: probkowanie strategii nasladowcy.
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jest ukierunkowane przeszukiwanie przestrzeni strategii nasladowcy. Aby zaadaptowaé metodg
UCT do procedury probkowania strategii lidera wystarczy skonstruowac gre dla jednego gracza,
w ktorej wezty terminalne beda odpowiadac strategiom nasladowcy, a nie wprost przypisywac

graczowi wyptatg. Posiadajac taka gre bedzie mozna zastosowac nastgpujacy schemat dziatania:
* Rozegraj gre pomocnicza do liscia (z uzyciem symulacji UCT).

» Strategia nasladowcy bedaca efektem probkowania jest strategia nasladowcy przekazang
do gtéwnej petli O2-UCT.

* Wykonywana jest linia [5 Algorytmu [4.4] a na jej podstawie wyliczana jest warto$¢ wy-

ptaty lidera.

* Propagacja w drzewie UCT odbywa si¢ jako realizacja linii [f] w gtéwnym algorytmie
02-UCT.

Gra pomocnicza

W opisie gry pomocniczej, gdy mowa o grze pomocniczej lub o grze bez przymiotnika, to
tyczy si¢ to gry pomocniczej, ktéra jest konstruowana. Gdy mowa o grze oryginalnej, to tyczy
si¢ to gry Stackelberga dla ktérej poszukujemy strategii lidera. Zaprojektowana gra pomocnicza

majaca na celu budowg strategii nasladowcy ma nastgpujaca strukture:

» Kazdy stan gry ma przypisany zbiér informacyjny z oryginalnej gry. To przypisanie nie
jest jednoznaczna etykieta stanu. Moze istnie¢ wigcej niz jeden stan gry, do ktérego przy-

pisany jest ten sam zbidr informacyjny z gry oryginalne;.

» Ze stanu gry mozliwe jest do zagrania doktadnie tyle ruchéw ile ruchéw jest mozliwych
do zagrania w oryginalnej grze ze zbioru informacyjnego, ktdry jest etykieta stanu. Kazdy

z ruchéw w grze jest etykietowany odpowiadajacym ruchem w grze oryginalne;j.

» Zagranie ruchu w grze oznacza wybor ruchu odpowiadajacego etykiecie w zbiorze in-
formacyjnym odpowiadajacym etykiecie stanu w strategii prostej bedacej wynikiem roz-

grywki.

* Na Sciezce od korzenia do liScia musza znaleZ¢ si¢ wszystkie potencjalnie osiagalne
zbiory informacyjne, gdy grane sa ruchy wchodzace w sktad budowanej strategii i do-

ktadnie te zbiory informacyjne.

Ostatni z punktow gwarantuje nam, ze wynikowe przypisanie ruchéw do zbioréw infor-
macyjnych bedzie poprawna strategia prosta zredukowang nasladowcy (definicje [2.20] i [2.15))
w oryginalnej grze.

W konstrukeji gry bedzie wykorzystana procedura pomocnicza wyznaczajaca najblizszych

potencjalnych nastepnikéw stanu oryginalnej gry, nalezacych do zbioréw informacyjnych, ktore
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sa punktami decyzyjnymi nasladowcy. Procedura ta opisana jest w Algorytmie 4.5 Procedura
polega na schodzeniu do kolejnych stanéw w drzewie gry tak dlugo, az na kazdej Sciezce nie
natrafimy na wezet bedacy punktem decyzyjnym nasladowcy lub wezet terminalny. Procedura
operuje na kolejce zdefiniowanej w linii 2] W kolejce przechowywane sg stany na koncu Scie-
zek, na ktoérych nie napotkano jeszcze zbioru informacyjnego nasladowcy. Dopdki kolejka nie
jest pusta, wyjmowany jest jeden stan z kolejki 1 nastgpuje przetwarzanie. Instrukcja warun-
kowa w linii [5] sprawdza, czy aktualnie przetwarzany stan nie jest stanem terminalnym. Jesli
tak jest, to stan ten jest pomijany (po stanie terminalnym nie nast¢puje juz nic, w szczegol-
nosci nie nastapi punkt decyzyjny nasladowcy). W przypadku, gdy stan nie jest stanem termi-
nalnym, sa dwie mozliwosci: jest to punkt decyzyjny lidera lub punkt decyzyjny nasladowcy.
W przypadku, gdy jest to punkt decyzyjny nasladowcy, to jest to koniec przeszukiwania biezacej
Sciezki. Dopisujemy znaleziony stan do wynikowego wektora. Wynikowy wektor, poczatkowo
pusty w linii [I} przechowuje pary sktadajace sie ze zbioru informacyjnego oraz wektora sta-
néw. Wektor stanéw towarzyszacy zbiorowi informacyjnemu jest konieczny aby pozyskac po-
tencjalne nastepniki dla tego zbioru informacyjnego. Bedzie on uzyty w konstrukcji gry. Zbiory
informacyjne w wektorze wyjSciowym musza by¢ unikatowe. W przypadku, gdy wiele Scie-
zek prowadzi do tego samego zbioru informacyjnego, wszystkie napotkane stany nalezace do
tego zbioru informacyjnego znajda si¢ w wektorze towarzyszacym temu stanowi. W linii [§]
nastgpuje sprawdzenie, czy znaleziony zbiér informacyjny nas§ladowcy juz znajduje si¢ w wyj-
Sciowym wektorze, jesli tak, to do w istniejacej parze reprezentujacej ten zbior informacyjny,
wektor standw rozszerzany jest o stan przetwarzany w tej iteracji petli. W przypadku, gdy zbioru
informacyjnego nie ma w wektorze wyjsciowym, to jest on dodawany wraz z jednoelemento-
wym wektorem stanéw. W przypadku, gdy napotkany stan jest punktem decyzyjnym lidera, to
w linii [T5] nastepuje przejscie do wszystkich mozliwych nastepnikéw tego stanu. Dla kazde;
mozliwej akcji symulowana jest oryginalna gra. Nalezy pamigtac, ze gra moze by¢ niedetermi-
nistyczna i w zwiazku z tym jeden ruch moze skutkowac osiagnigciem kilku ré6znych stanéw
gry. Wszystkie uzyskane w ten sposéb stany, dla wszystkich akcji w linii [I8] sa dodawane do
kolejki stanéw do przetworzenia, po ktorej iteruje zewnetrzna petla. Efektem wykonania ca-
tej procedury jest wektor par (zbiér informacyjny, wszystkie osiagnigte stany nalezace do tego
zbioru informacyjnego). Znalezione pary bgda elementem etykiet stanéw w konstruowanej grze.

Dodatkowo potrzebna jest procedura pomocnicza, ktéra zaaplikuje powyzszy algorytm do
zbioru (lub wektora) stanow nalezacych, a nie do pojedynczego stanu. Jest to proste rozszerze-
nie, ktére po prostu taczy ze sobg pary odpowiadajace temu samemu zbiorowi informacyjnemu

z wielu wywotani powyzszej procedury. Postepowanie to jest prezentowane w Algorytmie [4.6]

Konstrukcja gry Konstrukcja gry jest przeprowadzona w nastgpujacy sposob:

* Etykieta stanu gry bedzie para. W jej sktad, oprécz wymaganego powyzej zbioru in-
formacyjnego nasladowcy, bedzie wchodzi¢ kolejka zbioréw informacyjnych do prze-

tworzenia. W teorii kolejka moze by¢ dowolnym rodzajem kolejki (FIFO, LIFO, etc.),
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Algorytm 4.5: Znajdowane najblizszych nastgpnikOw stanu oryginalnej gry, ktére sa
punktami decyzyjnymi nasladowcy.

wejScie: sy — stan oryginalnej gry
18y < (J// Wyjsciowy wektor par (zbidr informacyjny, wektor
standéw), ktdre sa punktami decyzyjnymi nasladowcy
2 q <« [s9]// Kolejka standéw do przetworzenia
3 while ¢ + ¢J do

4 | s < pop(q);

s | if —isTerminal(s) then

6 I «— informationSet(s);

7 if player(I) = follower then

8 if contains(sy, I) then

9 (I,v) <« get(sg,I)// Znajdz w wektorze pare
zawierajaca zbidr informacyjny na pierwszej
pozyciji

10 replace(s¢, (I,v),(I,v@®s))// Zamien pare zawierajaca
zbidér informacyjny na pare z rozszerzonym
wektorem standw o biezacy stan

11 else

12 | append(sy, (1,5));

13 end

14 else

15 for a € possible Actions(I) do

16 s’ — playActionAll PossibleSuccessors(s,a)// Wszystkie
mozliwe stany, ktdre nastepuja po zagraniu
akcji a (w grze niedeterministycznej moze byé
wiecej niz 1)

17 for s’ € s’ do

18 ‘ put(q,s');

19 end

20 end

21 end

22 end

23 end

24 return sy;
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Algorytm 4.6: Uogdlnienie procedury z Algorytmu 4.5 dla catego wektora stanéw

wejscie: s — wektor stanéw
1 8; < (J// Wektor wyjsciowy
2 for s e sdo
3 t — findFollowerSuccessors(s) // Wywotanie procedury z

Algorytmu
4 | for (I;,s;) etdo

5 if contains(sy, I;) then

6 (I,v) < get(sy,Iy)// Znajdz w wektorze pare zawierajaca
zbidér informacyjny na pierwszej pozycji

7 replace(sy, (I,v),(I,v@®s;))// Zamienn pare zawierajaca

zbidr informacyjny na pare z rozszerzonym
wektorem standéw o elementy teraz rozwazanego

wyniku
8 else
9 | append(sy, (I, s¢));
10 end
11 end
12 end

13 return sy

w implementacji zostata uzyta kolejka FIFO. Dodatkowo zbior informacyjny bedzie roz-
szerzony o wektor stanéw uzyskanych z powyzszych algorytméw, ktére naleza do tego
zbioru. Uwaga: to nie musza by¢ wszystkie stany wchodzace w sklad tego zbioru infor-

macyjnego w oryginalnej grze.

» Konstrukcja stanu poczatkowego przebiega w nastgpujacy sposob: uruchom procedurg
z Algorytmu [4.5] dla korzenia oryginalnej gry. WeZ pierwszy element zwréconego wek-
tora. Ten element bgdzie cz¢scia etykiety stanu gry definiujaca odpowiadajacy w zbior
informacyjny w oryginalnej grze. Pozostata cz¢$S¢ zwrdconego wektora umiesé w drugiej

czesci etykiety — kolejce elementéw do przetworzenia.

* W kazdym stanie do zagrania sg dostgpne ruchy etykietowane ruchami z oryginalnej gry,

ktére sa dostgpne w zbiorze informacyjnym bgdacym etykieta stanu.

» Konstrukcja nastgpnika: wejsciem do procedury konstrukcji nastgpnika jest stan poprze-
dzajacy oraz ruch, ktéry prowadzi do tego stanu. Procedura konstrukcji jest opisana w Al-
gorytmie [4.7] i sktada si¢ z dwoch krokéw. W pierwszym kroku wyliczane sa mozliwe
nastepniki stanéw ze zbioru informacyjnego wezta poprzedzajacego po zagraniu ruchu,
ktéry doprowadzit do stanu konstruowanego. Te nastgpniki sg zbierane w wektorze v,
wypelnianym w petli w linii 2] Stany w wektorze moga naleze¢ do zbioru informacyj-
nego dowolnego z graczy lub by¢ stanami terminalnymi. Stosowana jest procedura z Al-

gorytmu [4.6] aby caty wektor stanéw przeprowadzi¢ na wektor zbioréw informacyjnych
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nasladowcy wraz z wektorem stanéw wchodzacych w sktad tego zbioru informacyjnego.
Wszystkie uzyskane stany sa potencjalnie osiagalne po zagraniu wybranego ruchu, ko-
nieczne bedzie przypisanie im decyzji, zeby skonstruowac zredukowana strategie prosta.
W zwiazku z tym wszystkie te zbiory informacyjne dodawane sa do kolejki stanéw do
przetworzenia (petla w linii [7). W drugim kroku konstruowany jest wlasciwy stan. Jesli
kolejka zbioréw informacyjnych, ktérym trzeba przypisac ruch jest pusta, to osiagnigty
zostat stan terminalny. W przeciwnym wypadku tworzony jest kolejny stan nieterminalny,
etykietowany pierwszym zbiorem informacyjnym z kolejki i zawierajacy pozostala czes¢

kolejki jako druga czgs¢ etykiety.

Algorytm 4.7: Konstrukcja nast¢gpnika w pomocniczej grze

wejscie: (I,,s,, q) — etykieta stanu poprzedzajacego: zbior informacyjny, nalezace do
niego stany oraz kolejka zbioréw informacyjnych do przetworzenia
wejscie: a« — etykieta akcji, ktora prowadzi ze stanu poprzedzajacego do
konstruowanego stanu

vV —

for s € s, do
s’ « playAction All PossibleSuccessors(s,a);
v<—vus’

end

q < findFollowerSuccessorsVec(v)// Wywolanie procedury z
Algorytmu

7 for e € ' do

8 | put(q.e);

9 end

10 if empty(q) then

1 ‘ return stan terminalny

12 else

13 | (Lnew, Snew) < pop(Q);

14 return stan nieterminalny (1w, Spew)

15 end

S N1 AW N =

Przyktadowa struktura gry oryginalnej i gry pomocniczej przedstawiona jest na Rysunku 4.9
Wybor kolejno ruchéw ay,as,as,a9,a.,a, 0znacza konstrukcje strategii zredukowanej w orygi-
nalnej grze, ktéra przypisuje zbiorom informacyjnym nastgpujace akcje: I; — ay,lo — asg,
Is — as,ly — ag,l7 — ac,lg — aq

Tak skonstruowana gra wykorzystywana jest do probkowania strategii nasladowcy w me-
todzie O2-UCT. Rozpoczynamy od pustego drzewa UCT, metoda UCT begdzie poszukiwac ru-
chéw w pomocniczej grze. Pojedyncze probkowanie strategii nasladowcy do pojedynczy prze-
bieg selekcji, ekspansji, symulacji (symulacja zawsze osiaga wezet terminalny). Tak wybrana
strategia nasladowcy jest przekazywana do kolejnych krokéw szkieletu O2-UCT prezentowa-
nego na Rysunku [4.8] W kolejnych krokach wyliczana jest strategia lidera i wyliczana warto$¢

wyplaty. Wyliczona warto$¢ wyptaty lidera jest wykorzystywana w metodzie UCT jako wynik
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Rysunek 4.9: Rysunek przedstawiajacy oryginalng gre¢ (u goéry) oraz skonstruowana gre po-
mocniczg (u dotu). Etykiety weztéw w grze pomocniczej to zbiory informacyjne oraz kolejka
zbioréw informacyjnych do przetworzenia. Dla czytelnosci rysunku pominigto wektory stanéw
stowarzyszone z poszczeg6lnymi zbiorami informacyjnymi. Czg$¢ poddrzew zostala réwniez
pominigta, ze wzgledu na ograniczong przestrzen. W drzewie oryginalnej gry zostaty pomi-
nigte wszystkie etykiety zwigzane z zagraniami lidera. Etykieta T oznacza stan terminalny.
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gry do propagacji. Takie podejScie, z tak skonstruowang gra powoduje, ze szacowana jest jakos¢
kazdego ruchu wchodzacego w sklad strategii prostej nasladowcy z osobna, co pozwala wybie-
ra¢ te ruchy nasladowcy, ktére pozwola wybrac liderowi strategie z dobra wyptata, zachowujac

warunek, ze dana strategia nasladowcy ma by¢ najlepsza odpowiedzia na strategi¢ lidera.

Petla prébkujaca strategie nasladowcy jest powtarzana az do momentu, gdy w drzewie UCT
istnieje Sciezka od korzenia do liscia, dla ktérej wszystkie ruch na tej Sciezce maja warto$¢

licznika odwiedzin wigksza lub réwna outer SimulationCount.

4.3.2 Metoda poszukiwania strategii lidera

Druga z procedur, wykorzystywana w gtéwnej petli metody O2-UCT, opisanej na Rysunku{.§]
jest znalezienie strategii mieszanej lidera, dla ktorej uzyskana z poprzedniej procedury strategia

nasladowcy jest najlepsza odpowiedzia.

Idea procedury polega na iteracyjnym poprawianiu strategii lidera. Strategia lidera prze-
chowywana jest w zmiennej globalnej i jest inicjowana od razu po wykonaniu prébkowania
strategii nasladowcy (ozn. 7). Strategia lidera poczatkowo jest inicjowana strategia prosta. Na-
stepnie uruchamiana jest iteracyjna procedura, ktéra poprawia wynik tej strategii lidera tak, aby
jednoczesnie 7} byta najlepsza odpowiedzia nasladowcy. W kazdej iteracji ta zmienna jest mo-
dyfikowana — zmieniane sa prawdopodobienstwa ruchow w strategii. Kierunek zmian strategii
zalezy od tego, jakie warunki spetnia strategia lidera. W kazdej iteracji nastgpuje sprawdzenie,
czy strategia nasladowcy uzyskana z poprzedniej czgsci metody jest najlepsza odpowiedzia na tg
strategi¢ lidera, czy tez istnieje jakas strategia prosta nasladowcy 7T3)c, ktéra da nasladowcy wyz-
sza wyplate. W pierwszej sytuacji krok poprawy strategii lidera dobierany jest w taki sposdb,
aby zwigkszy¢ wyplate lidera, gdy strategia jest grana przeciwko strategii 7%, w przeciwnym
przypadku poprawka wybierana jest tak, aby zmniejszy¢ wyptate nasladowcy, gdy gra on stra-
tegie ﬂ?, a zwigkszy¢ gdy gra 7}, innymi stowy zmiana jest wykonywana w takim kierunku,
zeby 7r§’c nie byto dtuzej odpowiedzig nasladowcy lepsza niz 77.

W opisie dziatania metody sytuacja, gdy 7} jest najlepsza odpowiedzia nasladowcy na bie-
zaca strategi¢ lidera, bedzie nazywana strategia lidera w obszarze dopuszczalnym (patrz De-
finicja , a przypadek, gdy istnieje W?, taka, ze wyplata oczekiwana naSladowcy w grze
przeciwko strategii lidera jest wigksza niz dla 7 bedzie nazywana strategia lidera w obszarze
niedopuszczalnym. Ta nomenklatura jest analogia do programéw do rozwigzywania gier Stac-
kelberga opisanych w Rozdziale[3] We wspomnianych programach wystepuje grupa ograniczen
liniowych, ktére gwarantuja, ze pewna strategia nasladowcy jest najlepsza odpowiedzia nasla-
dowcy. Pozostate uktady zmiennych decyzyjnych, niespetniajace tych ograniczen, czyli obszar
niedopuszczalny, to te strategie lidera, dla ktérych jest inna najlepsza odpowiedZ nasladowcy

(lub uktad zmiennych nie definiuje poprawnej strategii).
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Reprezentacja strategii mieszanej

Przedmiotem tej rozprawy jest poszukiwanie strategii w grach wielokrokowych z niepelng in-
formacja o sumie niezerowej. Dodatkowym warunkiem, ktéry maja spetniac gry jest doskonata
pamigé. W grach z doskonata pamigcia strategi¢ mieszana mozna utozsamiac ze strategia be-
hawioralng (Definicja[2.19] réwnowaznos¢ strategii behawioralnej i mieszanej jest przytoczona
w Rozdziale[2.4). Strategi¢ behawioralna da si¢ reprezentowa¢ jako drzewo. Taki sposob repre-
zentacji jest pozadany, bo pozwolit uzyskanie mniejszego zuzycia pamigci operacyjne;j.
Podsumowujac definicj¢ strategii behawioralnej z wczesniejszej czgsci pracy: strategia ta
polega na przypisaniu rozktadu prawdopodobienstwa akcji w kazdym zbiorze informacyjnym,
bedacym punktem decyzyjnym gracza, z osobna. Ponadto, mozna zaobserwowaé, ze w grze
z doskonalg pamigcia, mozna zdefiniowac relacje poprzednik-nastgpnik pomigdzy stanami gry.
Kazdy zbiér informacyjny niebgedacy korzeniem ma jednoznacznie zdefiniowany zbidr informa-
cyjny, ktory zostat zaobserwowany przez gracza przed zaobserwowaniem tego zbioru informa-
cyjnego. Jednoznaczno$¢ wynika z faktu, ze w gra z doskonala pamigcia jest definiowana jako
taka, gdzie gracz odréznia wszystkie stany, do ktorych zaprowadzita go r6zna sekwencja wyko-
nanych akcji i zaobserwowanych zbioréw informacyjnych. Taka relacja zatem definiuje drzewo
zbioréw informacyjnych gracza, gdzie poprzednikiem danego zbioru informacyjnego jest wia-
S$nie ostatni zaobserwowany wczesniej zbior informacyjny. Nalezy zauwazy¢, ze krawedzie w
tym drzewie mozemy (w sposOb nieunikatowy) etykietowa¢ ruchami, ktére zostaly zagrane w
poszczegdblnych zbiorach informacyjnych, zeby zaobserwowac kolejne. Podobnie, ruch poprze-
dzajacy zbidr informacyjny jest zdefiniowany jednoznacznie, ze wzgledu na zatozenie o dosko-
natej pamigci. Tak zbudowane drzewo mozna potem wzbogaci¢ o rozktad prawdopodobienistwa
przypisany do kazdego z weztow. W efekcie mozemy reprezentowal strategi¢ behawioralna
jako drzewo. Przyktad reprezentacji strategii dla gry przedstawionej na Rysunku [4.10| znajduje
sie na Rysunku [4.TT] Warto zwrdci¢ uwage na czarne wezty, ktorych istnienie wynika z faktu,
ze w zaleznoS$ci od niedeterminizmu gry oraz zagran przeciwnika ten sam ruch mozne dopro-

wadzi¢ do zaobserwowania przez gracza réznych zbioréw informacyjnych.

Strategia behawioralna moze przypisywac niektéorym akcjom prawdopodobienstwo réwne
0. To oznacza, ze rozklady prawdopodobiefistwa w wezlach nastgpujacych po krawedzi ety-
kietowanej akcja z prawdopodobieistwem 0 nigdy nie beda wykorzystane, bo te zbiory in-
formacyjne nigdy nie zostana napotkane. W zwiazku z tym mozemy zbudowac drzewo, ktére
nie zawiera wszystkich zbior6w informacyjnych z gry. W ten sposéb, z punktu widzenia im-
plementacji, mozna oszczedzi¢ pamig¢ konieczng do przechowania nieuzywanych fragmen-
tow drzewa. Przyktadowe drzewo przechowujace zredukowang strategi¢ zostalo przedstawione
na Rysunku Prawdopodobienistwo akcji as wynosi 0, w zwiagzku z tym cate poddrzewo
nastgpujace po tej akcji moglo by¢ usunigte ze strategii.

W implementacji stosowanej w metodzie O2-UCT redukcja drzewa reprezentujacego strate-

gi¢ behawioralng poszia jeszcze dalej. Uzyto pojecia domysSlnej strategii w zbiorze informacyj-
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Rysunek 4.10: Gra w postaci ekstensywnej, dla ktérej konstruowana jest strategia behawioralna.
Na rysunku pominigte sa etykiety stanéw i ruchéw nasladowcy. T oznacza wezel terminalny.
Etykiety nad prostokatami rysowanymi przerywang linig to zbiory informacyjne.

[ T - ’[L””\ T ’[r‘””\
plaz) = 0.3 p(as) = 0.7, plag) = 0.0} 1 plas) = 0.5 plaq) = 0.3

' plag) = 0.73 ip(aG) =0.3 i " plar) =1 i ' plag) = 0.5 i ip(ab) = 0.2 3

Rysunek 4.11: Drzewo reprezentujace strategi¢ behawioralng dla gry z Rysunku m
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ip(al) = 0.3;p(az) = 0.0;p(az) = 0.5

N S R A
plaz) =0.3! i plas) = 0.7

plag) = 0.7 'p(ag) = 0.3

Rysunek 4.12: Drzewo reprezentujace zredukowang strategi¢ behawioralng w grze z Ry-

sunku @}

nym, tak jak w przytaczanej w Rozdziale[3.6|metodzie podwdjnej wyroczni. Domyslna strategia
stosowana jest, gdy dany zbidr informacyjny nie znajduje si¢ w drzewie strategii, a wyliczenie
wartosci gry wymaga podjecia decyzji w tym zbiorze informacyjnym. W implementacji metody
przyjeto, ze strategia domyslna, to rozktad jednostajny nad wszystkimi ruchami dostgpnymi w
danym zbiorze informacyjnym. Dzigki temu przechowywane w pamigci drzewo reprezentujace
strategie moze nie zawiera¢ niektérych zbioréw informacyjnych, a mimo to, po uwzglednie-
niu strategii domys$lnej, mozna ja traktowac jako petng strategi¢ behawioralng. W metodzie
02-UCT poczatkowe drzewo reprezentujacace strategie lidera sktada si¢ z pojedynczej Sciezki
i dopiero w trakcie dzialania metody jest ono rozszerzane o galg¢zie potrzebne do wykonania

krokéw poprawy strategii.

Szczegoly metody poszukiwania strategii lidera

Schemat poszukiwania strategii lidera w metodzie O2-UCT przedstawiony jest na Rysunku[4.§]
Poszukiwanie to polega na zainicjowaniu strategii lidera, a nastgpnie, w petli powtarzaniu kro-
kéw poprawy strategii. Kierunek poprawy moze by¢ dwojaki. Najpierw wykonywane jest prze-
szukiwanie wszystkich strategii prostych nasladowcy, z uzyciem petnego przegladu. Dla kazdej
ze przegladanych strategii wyliczana jest warto$¢ oczekiwana wyptaty nasladowcy, gdy ta stra-
tegia nasladowcy jest grana przeciwko strategii lidera. Jesli natrafiono na strategig, ktéra ma
wyzsza wartoS¢ wyplaty niz 7, to przeglad jest przerywany, a znaleziona strategia w dalszej
czesci iteracji bedzie oznaczona jako 7r§’c. Znalezienie takiej strategii oznacza, ze w chwili obec-
nej jesteSmy w obszarze niedopuszczalnym i krok poprawy powinien zosta¢ wykonany tak, aby
zblizy¢ si¢ do obszaru dopuszczalnego, czyli zmniejszy¢ u (4, W?), a zwiekszy¢ ug(d0;, mp).
Po wykonaniu tego kroku, rozpoczynamy kolejna iteracje petli. Jesli nie znaleziono zadnej stra-
tegii lepszej od 7%, to znaczy, ze biezace rozwiazanie jest w obszarze dopuszczalnym. W takiej

sytuacji, jesli nasze rozwiazanie jest lepsze od poprzednich, to aktualizujemy najlepsze znane
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rozwiazanie, a nastepnie wykonujemy krok poprawy, ktory zwigkszy wyptate lidera, gdy gra on
przeciwko 7. Po tym kroku wykonywana jest kolejna iteracja petli . Uwaga: nie mozna wyko-
nac¢ sprawdzenia najlepszego rozwiazania po aktualizacji strategii lidera, gdyz nie ma pewnoSci,
czy poprawiona strategia nie jest poza obszarem dopuszczalnym. Petla poprawiajaca wykony-
wana jest od osiagnigcia ustalonego warunku stopu.

W dalszej czgsSci tego rozdzialy opisane sa poszczegdlne operacje wykonywane w ramach
petli. W pierwszej kolejnosci prezentowana jest metoda inicjowania strategii lidera. Nastgpnie
prezentowany jest schemat aktualizacji drzewa strategii. Schemat aktualizacji jest ten sam, dla
obu kierunkéw poprawy, rozni si¢ tylko parametrami. Na koniec przedyskutowany jest warunek

stopu.

Inicjowanie strategii lidera. Procedura inicjujaca strategi¢ buduje strategi¢, ktéra bedzie
maksymalizowaC wyptate nasladowcy gdy ta strategia lidera jest grana przeciwko 7' — strate-
gii naSladowcy uzyskanej w zewnetrznej petli O2-UCT. Podejscie to moze z pozoru wydawaé
si¢ nieintuicyjne, alternatywa byloby inicjowanie strategii tak, aby zmaksymalizowaé wyptate
lidera, gdy nasladowca zagra 7. Nalezy jednak pamigtac, ze poszukujemy strategii lidera, ktéra
za mozliwie duza wyptate, ale tylko posréd strategii, dla ktérych najlepsza odpowiedzia nasla-
dowcy jest wspomniana 7. Zainicjowanie strategii tak, aby maksymalizowata wyptate lidera
spowoduje, ze strategia ta, prawie na pewno, bedzie poza obszarem dopuszczalnym. W zwiazku
z tym lepsza decyzja jest wybor strategii, ktéra maksymalizuje wyptate nasladowcy, gdy grana
jest strategia 7, a co za tym idzie jest duza szansa, ze startowa strategia bedzie w obszarze
dopuszczalnym.

Teoretycznie mozliwe bylo by znalezienie strategii lidera poprzez wykonanie petnego prze-
gladu gry i wyliczenie poszczegdlnych wartoSci oczekiwanych kazdego ruchu. Postgpowanie
to jest jednak bardzo kosztowne obliczeniowo dla duzych gier. W zwiazku z tym zostanie za-
stosowana procedura znajdowania najlepszych ruchéw bazujaca na metodzie UCT. Procedura
bedzie startowaé w korzeniu i dodawac najlepiej oszacowany ruch do strategii. Nastgpnie be-
dzie schodzi¢ do potomka nowododanego ruchu i powtarza¢ catos$¢ operacje az do osiagnigcia
wezla, ktéry nie ma nastgpnikow.

Procedura wybierajaca pojedynczy ruch do dodania do drzewa strategii jest opisana w Al-
gorytmie [4.8] Znajdowanie ruchu polega na uruchomieniu metody UCT (linia [2)) i zwréceniu
najlepszej znalezionej akcji w grze rozwazanej przez UCT. Jedyna modyfikacja wzgledem pod-
stawowej wersji metody jest zastosowanie funkcji (), ktéra definiuje wyptate dla osiagnigtego
stanu terminalnego, zamiast przypisywac wprost liczby z wyptata. Mozliwos¢ wymiany funkcji
(@ pozwoli na zastosowanie tej procedury do dodawania gale¢zi do drzewa strategii w innych
fazach poszukiwania strategii lidera. Nietrywialnym elementem algorytmu jest konstrukcja gry
dla jednego gracza w linii I} Tworzona jest niedeterministyczna gra, ktéra ma nastgpujace ce-

chy:

* Widoczny dla gracza (metody UCT) stan gry to zbiér informacyjny lidera do ktérego
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Zainicjuj strategie lidera f Zaktualizuj strategi¢ lidera
aby obnizy¢ wyptate naSladowcy grajacego
strategig 7r$i przeciwko grajacemu 7’

p
-
i & ®
olohole

Czy istnieje

o Znaleziono
lepsza odpowiedzZ py
naslaodowcy? /
N; leZi0M0 -~ - Zaktualizuj najlepsza znang
1€ Zhajeziono dotad strategie

Warunek stopu?

Tak i

Zaktualizuj strategi¢ lidera | Zwro¢ najlepsze ze znalezionych
tak aby poprawi¢ wyplate przeciw 77 dopuszczalnych strategii lidera

a170.77 (%) [.2 ”46;0'03

Rysunek 4.13: Schemat poszukiwania strategii lidera w metodzie O2-UCT. Prostokaty z cie-
niowanym ttem przedstawiaja procedur¢ aktualizacji strategii.
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nalezy stan z poprzedniego punktu.

* Wewngtrznie gra jako stan przechowuje stan oryginalnej gry bedacy elementem pewnego

zbioru informacyjnego lidera.

* Dopuszczalne akcje to akcje to akcje, ktére lider moze wykonac ze zbioru informacyjnego

bedacego stanem gry, z zastrzezeniem dla pierwszego stanu w grze, o czym dale;.

W algorytmie, na poczatku rozgrywki w pomocnicza gre losowany jest stan z wektora s. Praw-
dopodobienstwa wylosowania poszczegdlnych stanéw sa zdefiniowane w wektorze p. Pierwszy
stan, zgodnie z zalozeniami co do danych wejSciowych, nalezy do zbioru informacyjnego /,
ktory jest zbiorem informacyjnym lidera. W pierwszym stanie gry, ktora rozwigzuje algorytm
UCT do wyboru sa wszystkie akcje ze zbioru akcji dopuszczalnych w zbiorze informacyjnym 7
oprocz akcji ze zbioru a (w trakcie poczatkowej budowy drzewa zbidr zakazanych akcji jest pu-
sty, w dalszych etapach bedzie on wykorzystany). Wykonanie ruchu w grze dla jednego gracza

i przejscie do kolejnego stanu jest wykonywane w nastgpujacy sposéb:
1. Wykonaj ruch z biezacego stanu w grze dla dwoch graczy.

2. Jesli wynik ruchu jest niedeterministyczny, wykonaj losowe probkowanie stanu (zgodnie
z rozktadem prawdopodobiefistwa w grze), w przeciwnym wypadku weZ stan bedacy

skutkiem tego ruchu.
3. Uzyskany stan moze:

* naleze¢ do zbioru informacyjnego lidera, wtedy nowy stan gry bedacy skutkiem

zagrania ruchu to osiagnigty wilasnie stan,

* naleze¢ do zbioru informacyjnego nasladowcy, wtedy zagraj ruch ze strategii 7
i przejdz do punktu

* by¢ weztem terminalnym, wtedy zwrd¢ stan terminalny odpowiadajacy temu we-

ztowi.

Po osiagnigciu stanu terminalnego do algorytmu UCT propagowana jest warto$¢ koricowa gry
obliczona funkcja (). W przypadku, gdy maksymalizujemy wyptate nasladowcy, wybieramy
funkcje zwracajaca wyptate nasladowcy, Q(2) = us(2).

Aby zainicjowac strategi¢ lidera konieczne jest wielokrotne dodawanie ruchéw od korzenia,
az do osiagnigcia stanu, po ktérym nie ma juz nastgpnikow (nastgpuja wezly terminalne). Pro-
cedura inicjowania calej strategii jest przedstawiona w Algorytmie 4.9] Koncepcja procedury
jest nastgpujaca: wybierz najlepiej oceniany ruch i dodaj go do strategii, nastgpnie, dla kaz-
dego zbioru informacyjnego, ktéry lider moze zaobserwowac bezposrednio po tym stanie, przy
zatozeniu, ze nasladowca gra strategi¢ 7y (ograniczenie do jednej strategii nasladowcy moze
znaczaco zmniejszyC liczbg zbioréw informacyjnych do rozwazenia), dodaj wezet odpowiada-

jacy temu zbiorowi do drzewa strategii behawioralnej. Uruchom procedur¢ dodawania ruchu
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Algorytm 4.8: Procedura wyboru ruchu do dodania strategii behawioralnej

wejscie: (I, (s,p)) — Zbiér informacyjny i pary stan, prawdopodobieristwo trafienia na
stan. Wszystkie stany naleza do tego zbioru informacyjnego. Na
odpowiadajacych sobie pozycjach w wektorach s i p jest
prawdopodobienistwo trafienia na dany stan.
wejscie: a — Wektor akcji ze zbioru informacyjnego I, ktérych nie rozwazac, bo sa
Juz w strategii
wejScie: m; — Strategia prosta nasladowcy
wejscie: () : z — R — funkcja definiujaca wyptate stanu terminalnego dla metody
UCT
1 G < singlePlayerGame(1,s,p,a, 7f);
2 uctTree — UCT (G, Q);
3 return bestMove(uctTree);

rekurencyjnie dla kazdego z dodanych weztéw. Rekurencyjne uruchamianie procedury gwaran-
tuje, ze strategia bedzie rozbudowywana az do napotkania zbioréw informacyjnych, po ktérych
nastgpuja stany terminalne.

Wyjasnienia wymaga procedura poszukiwania wszystkich zbioréw informacyjnych osiaga-
nych w efekcie zagrania danego ruchu, ktéra jest wywotana w linii [} Koncepcyjnie ta procedura

jest bardzo podobna do procedury z Algorytmu [.5] cho¢ zachodza pewne réznice:

* Tym razem szukamy zbioréw informacyjnych lidera przy ustalonej strategii nasladowcy
(we wspomnianym algorytmie nie robiliSmy zadnych zalozeri na temat strategii przeciw-

nika, wszystkie ruchu byty mozliwe).

* Schodzac do kolejnych stanéw, tym razem, jesli natrafimy na niedeterminizm, to nie bie-
rzemy tylko wszystkich mozliwych kontynuacji, ale réwniez zbieramy, w wektorze p

prawdopodobienistwa osiagnigcia tych standw.

* Budowa wektora prawdopodobienistw natrafienia na kolejne stany p jest niezbgedzna, zeby

potem méc zbudowaé gre pomocnicza wykorzystywang przez algorytm UCT.

Wszystkie nowododane akcje maja przypisane prawdopodobienistwo 1 w rozkladzie w danym
zbiorze informacyjnym. Strategia zbudowana poprzez aplikacje Algorytmu[.9)na korzeniu stra-
tegii behawioralnej jest strategia poczatkowa dla petli poszukujacej strategii lidera.

Znalezienie strategii 775%. Strategia lidera budowana w kroku inicjujacym strategi¢ jest kon-
struowana tak, aby wszystkie zbiory informacyjne osiagane, gdy gra si¢ przeciwko 7%, byly
w tej strategii. Przeglad wszystkich strategii nasladowcy oznacza, ze wyliczajac wyplaty prze-
ciwko czesci z nich bedzie trzeba uzy¢ strategii domyslnej, czyli rozktadu jednostajnego. Jesli
znaleziono jaka$ lepsza strategi¢ nasladowcy ch, to przed rozpoczgciem procedury poprawy
w kierunku obszaru dopuszczalnego do strategii lidera dodawane sg wszystkie wezly, zwiazane

ze zbiorami informacyjnymi, ktore nie byty osiagalne podczas gry przeciwko 7%, a sa osiagalne
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Algorytm 4.9: Wielokrotne rozszerzanie drzewa reprezentujacego strategi¢ o kolejne
ruchy az do osiagnigcia stanu bez nastgpnikow.

wejScie: N — wezet drzewa reprezentujacego strategi¢ behawioralna
wejscie: (1, (s,p)) — Zbiér informacyjny i pary stan, prawdopodobiernistwo trafienia na
stan. Wszystkie stany naleza do tego zbioru informacyjnego. Na
odpowiadajacych sobie pozycjach w wektorach s i p jest
prawdopodobienstwo trafienia na dany stan.
wejScie: 7, — Strategia prosta nasladowcy
1 def ExpandStrategy(N, (1, (s,p)), 7f):
2 moveToAdd «— calculateMoveT0oAdd(1, (s,p), 7, &, Q)// Wywotanie
procedury z Algorytmu
3 | addNewMove(N, moveToAdd);
4 succ «—
findLeadersSuccessors((I, (s, p)), moveloAdd, ny)// Znalezienie
wszystkich zbiordéw informacyjnych lidera, ktdére moga
zostad¢ napotkane po zbiorze I, gdy nasladowca gra
ustalonag strategie
for (I’, (s',p’)) € succ do
N’ — subtree(N, moveToAdd, I');
ExpandStrategy(N', (I, (s',p')), 7f);
end

L 9 & W

W grze przeciw W?. W tym celu, przechodzone jest cale drzewo strategii behawioralnej od ko-
rzenia w dét. Przy pierwszym napotkanym zbiorze informacyjnym, ktérego brakuje w drzewie
uruchamiany jest Algorytm tym razem ze strategia my = W?. Procedura ta jest powtarzana

az do momentu, gdy w drzewie nie ma juz brakujacych zbioréw informacyjnych.

Procedura poprawy strategii lidera. Na Rysunku znajduja si¢ dwa bloki, w ktérych
nastgpuje krok poprawy strategii lidera, oba sa wyrdznione poprzez cieniowane tlo. W ramach
tych blokéw stosowana jest procedura aktualizacji strategii, ktdra jest wspdlna dla obu tych kro-
kéw. Parametrem procedury jest funkcja oceny akcji, ktéra r6zni si¢ w tych dwu blokach, ozna-
czana dalej jako (). Procedura wykonuje aktualizacj¢ dla kazdego ze zbioréw informacyjnych
z osobna. Najpierw zostanie zaprezentowany sposob poprawy rozkladu prawdopodobienstwa
w pojedynczym zbiorze informacyjnym, a nastgpnie procedura poprawy catosci, ktéra prze-
chodzi cate drzewo strategii i wykonuje aktualizacj¢ rozktadu prawdopodobienistwa w kazdym
z wezlow.

Aktualizacja prawdopodobienistw w pojedynczym wezle jest opisana w Algorytmie §.10]
Procedura aktualizacji przechowuje dla kazdego z weziow strategii behawioralnej dwa ele-
menty, ktére sg przenoszone pomigdzy wywotaniami Algorytmu [4.10] Wartosci te sa usuwane
dopiero przy probkowaniu kolejnej strategii nasladowey 7 w zewnetrznej petli O2-UCT. Te
dwa elementy to wektor momentu (bezwtadnosci) momentumy oraz wspétczynnik norma-

lizacji normalizery. Obie te warto$ci sa poczatkowo zainicjowane zerami (wektor ma zera
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na wszystkich wspétrzgdnych, a wspétczynnik normalizacji jest zerowy). N jest weztem drzewa
strategii behawioralnej, wartoSci sa inicjowane dla kazdego wezta z osobna. Algorytm aktuali-

zacji prawdopodobienstw dziata w trzech etapach:

ekspansja Na etapie inicjacji strategii opisanej powyzej, strategia sktada si¢ z jednego ruchu
wybranego w kazdym wezle, wigc efektywnie jest strategia prosta. W trakcie dziatania
metody, przy kazdej aktualizacji, z prawdopodobienistwem expProb dodawany jest do
drzewa strategii behawioralnej nowy ruch. Poddrzewo ponizej nowododanego ruchu jest
rozwianej w taki sam sposob, jak w przypadku inicjowania pierwszej strategii. Ekspansja
opisana jest w liniach [3}-09] i jest analogiczna do procedury inicjowania strategii w Al-
gorytmie W przypadku, gdy w weZle N sa juz wszystkie ruchy mozliwe w grze,

ekspansja nie jest wykonywana w ogole.

ocena ruchéw W linii [15|dla kazdego ruchu znajdujacego si¢ w drzewie strategii behawioral-
nej dokonywana jest ocena ruchu. Wyliczane sa wszystkie stany terminalne, ktére moga
by¢ osiagnigte po zagraniu danego ruchu, przy uwzglednieniu strategii nasladowcy i nie-
determinizmu w grze. Dla kazdego ze stanéw terminalnych wyliczana jest wartoS¢ funkcji
(Q)(z), a na koniec wyliczana jest wartos¢ oczekiwana EQ)(z) po wszystkich osiagalnych
wezlach terminalnych z, wedlug rozktadu prawdopodobiefistwa wynikajacego z niede-
terminizmu gry. Te oceny sa dopisywane do wektora zbierajacego oceny ruchu. Ocena
zapisywana do wektora jest r6znica oceny biezacego wezta 1 oceny, gdy zawsze bytby

grany zadany ruclﬂ

aktualizacja strategii Wyliczone oceny ruchéw nie sa bezposrednio uzywane do poprawy
warto$ci prawdopodobienstw poszczegdlnych ruchéw w rozktadzie. Zamiast tego sto-
sowany jest wektor bezwladnoSci (momentu) znany z wielu metod optymalizacji. Wek-
tory ocen ze wszystkich historycznych przebiegéw sa zsumowane w wektorze momentu
w linii [I§] To daje wypadkowy kierunek poprawy strategii. To podejscie jest istotne,
ze wzgledu na fakt, ze sa naprzemiennie wykonywane operacje poprawy wyplaty lidera
1 operacje majace na celu powr6t do obszaru dopuszczalnego, ktére moga by¢ dziataniami
w przeciwnych kierunkach. Dzigki zastosowaniu momentu, przeciwstawne dziatanie jest
wygtadzone, co daje szybsza poprawe strategii. Aby zapobiec ro$nigciu wartosci popra-
wek w nieskoficzono$¢, utrzymywany jest rtowniez wspoétczynnik normalizacji, w ktérym
sumowane s3 normy L; wszystkich dodawanych poprawek (linia [T9). Nastepnie wyli-
czane sa nowe wspolczynniki poprzez dodanie do prawdopodobieristwa wartosci mo-
mentu podzielonego przez normalizator. Tak wyliczone wspoétczynniki moga nie dawaé
w efekcie rozkladu prawdopodobieristwa, bo czgs$¢ z nich moze by¢ ujemna, a cato$¢ nie
musi sumowac sie do 1. W zwiazku z tym w linii 22| wywotywana jest procedura, ktdra:

zamienia wszystkie ujemne wspoéiczynniki na 0, potem wykonuje normalizacj¢ wektora

2Miara ta bywa okreslana jako Counterfactual Regret [64].
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tak, aby elementy sumowaty si¢ do 1. Jesli normalizacja nie jest mozliwa, bo wszyst-
kie pozycje sa zerowe, to wektor zastgpowany jest wektorem reprezentujacym rozktad
jednostajny. Tak uzyskany wektor wspétczynnikéw jest uzyty jako nowy rozktad praw-

dopodobienistwa ruchéw w wezle N.

Algorytm 4.10: Aktualizacja rozkladu prawdopodobiefistwa w pojedynczym wezZle
drzewa strategii behawioralne;.

e e N QA N AW N =

— e
N = S

13
14
15

16
17
18
19
20
21
22
23

wejscie: N — Wezet drzewa reprezentujacego strategie behawioralna
wejScie: () — Funkcja oceniajaca wezet terminalny gry
rand U(0,1);
if rand < expansionProb A expansionPossible(N) then
moveT 0Add — calculateMoveT 0Add(1, (s, p), s, getMovesInTree(N), Q);
addN ewM ove(N, moveT0Add);
set Move Probability(N, moveT 0Add, 0);
succ — findLeadersSuccessors((I, (s,p)), moveToAdd, ¢);
for (I’,(s',p’)) € succ do
N’ — subtree(N, moveToAdd, I');
EzxpandStrategy(N', (I',(s',p’)), 7¢);
end
end
nodeAssessment — expectedSubtreeValue(N, 7y, Q)// Wartosé
oczekiwana wyptaty poddrzewa gdy zostanie zagrana
aktualna strategia w tym wezle
assessments < [];
for move € get MovesInTree(N) do
assmt — expectedSubtreeValue(N, move, ny,Q))// Wartosé oczekiwana
wyptaty poddrzewa gdy zostanie zagrany ruch move w
tym wezle
append(assessments, assmt — node Assessment);
end
momentumy < momentumy + assessments;
normalizery < normalizery + Li(assessments);
probabilities < get ProbabilitiesVector(N);
probabilities < probabilites + momentumy /normalizery;
probabilities < makeProbability Distribution(probabilities);
set ProbabilitiesV ector(N, probabilities);

Caly krok poprawy strategii lidera polega na przejSciu calego drzewa strategii lidera w ko-

lejnosci od lisci do korzenia (rodzic zawsze jest przetwarzany po wszystkich potomkach) i za-

aplikowaniu powyzszej procedury w kazdym przetwarzanym wezZle.

Aktualizacja strategii w celu poprawy wyplaty lidera gdy gra przeciwko 7. W sytu-

acji, gdy nie znaleziono zadnej strategii nasladowcy, ktora jest lepsza odpowiedzig niz 7 (blok

poprawy strategii z lewej strony Rysunku[4.13) powyzsza procedura jest aplikowana z nastepu-

jacymi parametrami:
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* jako strategia 7 uzywana do wyznaczenia osiggalnych zbioréw informacyjnych jest uzyta

strategia 7y,

* jako funkcja () uzyta jest funkcja, ktéra wykorzystuje warto$¢ wyplaty lidera przypisang

do danego stanu terminalnego.

Aktualizacja strategii w celu przyblizenia do obszaru dopuszczalnego. W sytuacji, gdy
znaleziono lepsza odpowiedZ nasladowcy, oznaczang w tym opisie 7r§’c, celem jest zmniejsze-
nie wyplaty nasladowcy, gdy grana jest strategia ’ﬂ'?c, a zwigkszenie wyptaty, gdy grana jest 7}.
W tym celu zaprezentowana wyzej procedura jest nieznacznie modyfikowana. Zamiast poje-
dynczego wektora stanéw s i prawdopodobieristw p przechowywane sa pary wektorow (s, sp)
oraz (p,, Ps), odpowiednio pierwsze elementy kazdej z par sa wyliczane przy zatozeniu, ze
nasladowca gra 7}, a drugie elementy sa wyliczane przy zatozeniu, ze grana jest strategia F?c.
W zwiazku z tym cala procedura wyliczania stanéw nastgpujacych po ruchu i w efekcie do-
cierania do stanéw terminalnych jest wykonywana osobno dla kazdej ze strategii. Dla obu stra-
tegii nasladowcy obliczany jest rowniez osobny zestaw weziéw terminalnych. Funkcja @), jest
tym razem réwniez definiowana w kontek$cie dwoch strategii nasladowcy i jest definiowana
jako réznica pomigdzy wyptata nasladowcy, gdy jest grana strategia 7} i wyptata nasladowcy,

. . b
gdy grana jest strategia 7 iz

Warunek stopu. Warunkiem stopu uzytym w eksperymentach z O2-UCT jest alternatywa
logiczna trzech sytuacji:

* wykonano positiveStepLimit krokéw poprawy wyptaty lidera, gdy strategia jest grana

przeciwko T

» wykonano feasibilityStepLimit krokow poprawy w kierunku obszaru dopuszczalnego

i caty czas istnieje jakas strategia ﬂfc,

* wykonano poorImprovementLimit krokow poprawy wyptaty lidera, a wyptata najlep-

szej znanej strategii poprawita si¢ w tym czasie o nie wigcej niz poorImprovemente.

Wszystkie powyzsze wartosci sa parametrami metody.

4.3.3 Sposoby przyspieszenia obliczen

Zaprezentowana powyzej metoda poszukiwania strategii lidera posiada dodatkowe usprawnie-
nia, ktére zostaty pominigte w gtéwnym opisie, aby zwigkszy¢ jego czytelno$¢. Metoda w for-
mie prezentowanej powyzej jest jednak zbyt wolna do stosowania w praktyce i ponizsze opty-
malizacje sa jej integralng czgScia (cho¢ nalezy je traktowal jako szczegéty implementacyjne,

a nie czgs$¢ koncepcji). Te elementy to:
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repertuar ostatnio znalezionych strategii nasladowcy Kosztowna operacja jest stwierdzenie,
czy istnieje strategia nasladowcy %, taka, ze us(0;, 7}) < wus(d;, 7). Wymagany jest tu
petny przeglad wszystkich strategii prostych nasladowcy, ktérych liczba ro$nie wyktad-
niczo wraz z dlugoScia gry. Aby przyspieszy¢ ten mechanizm, stosowany jest wektor,
w ktérym pamigtane jest hist Limit ostatnio znajdowanych strategii nasladowcy. Metoda
poszukiwania strategii nasladowcy w pierwszej kolejnosci przeglada strategie z wektora
1 po natrafieniu na pierwsza, ktéra daje wyptate wyzsza niz 7, zwraca ja jako wynik.
Dopiero jesli w wektorze nie znaleziono strategii, to wykonywany jest pelny przeglad.
Poczatkowo ten wektor jest pusty, w momencie znalezienia strategii spetniajacej warunki
jest ona dodawana do wektora. Jesli w wektorze jest juz hist Limit strategii, to najstarsza

strategia jest usuwana.

prog réznicy wyplat strategii nasladowcy Drugim problemem zwiazanym z poszukiwaniem
strategii 7} takiej, ze us(d;, 7)) < ug(0;, w}) jest to, ze wybierana jest pierwsza strate-
gia, spetniajaca warunek. W wielu przypadkach bedzie tak, ze zostanie wybrana strategia,
gdzie réznica wyptat nasladowcy pomigdzy ch i 7} jest bardzo mata, podczas, gdy ist-
nieja kandydaci na 7r§’c, gdzie rdznica jest duzo wyzsza. Takie podejScie powoduje bardzo
duza liczbe krokéw poprawy strategii lidera, ktére maja wykona¢ zmiang w kierunku
obszaru dopuszczalnego, jednak jest to minimalna warto$¢ kroku. Duzo lepsza jest sytu-
acja, gdzie r6znica wyptat jest duza. W tego punktu widzenia, najlepszym rozwigzaniem
bytby wybdr najlepszej odpowiedzi nasladowcy. To podejscie uniemozliwitoby jednak
korzystanie z wektora przechowujacego historyczne strategie nas§ladowcy. W zwiazku z
tym przyjeto rozwiazanie posrednie, w ktorym przeglad jest wykonywany do natrafienia
na pierwsza strategie, dla ktérej uy(d;, 74) — us(6y, 73) > minFEarlyStopDif f. Jesli nie
natrafiono na zadna strategi¢ spetniajaca ten warunek, to zwracana jest strategia, ktéra

maksymalizuje t¢ r6znicg.

zapamietywanie wynikow posrednich Procedura poprawy rozktadu prawdopodobieristwa opi-
sana w Algorytmie [4.10| wykorzystuje wartosci oczekiwane wyptat graczy w poddrze-
wach gry. Kazdorazowe wyliczanie tych wartosSci dla duzych gier moze by¢ kosztowne,
a wartosci wyliczone w nizszych weztach moga by¢ wykorzystane do obliczenia wartosci
w weztach powyzej. W implementacji metody te wartosci oczekiwane sa zapamigtywane

1 wykorzystywane ponownie przy wyliczaniu wartosci dla wyzszych czgsci drzewa.

odcinanie w drzewie strategii behawioralnej elementéw o zerowym prawdopodobienstwie
We wstepnych testach metody O2-UCT czgsto obserwowanym zjawiskiem byto to, ze do
strategii lidera byty dodawane pewne ruchy, a nastgpnie, po pewnej liczbie iteracji, gdy
zostato dodane wigcej ruchéw, prawdopodobienistwo zagrania tych ruchéw dodanych
wczesniej byto zmniejszane do 0 i pozostawato takie juz do koica. W zwiazku z tym,
zeby oszczedzi¢ pamigl oraz przyspieszyC przegladanie drzewa, zaimplementowany zo-

stal mechanizm, ktéry usuwa z drzewa strategii ruchy i zwiazane z nimi poddrzewa, jesli
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te przez zeroProblterationsLimit iteracji z rzgdu prawdopodobienstwo danego ruchu
byto 0.

4.3.4 Wyniki eksperymentalne

Skuteczno$¢ dziatania metody O2-UCT zostala sprawdzona eksperymentalnie. Zbadano, po-
dobnie jak w przypadku Mixed-UCT czas potrzebny do znalezienia strategii mieszanej lidera
oraz warto$¢ oczekiwang wyptaty, gdy znaleziona strategia lidera jest grana przeciwko najlep-
szej odpowiedzi nasladowcy na te¢ strategi¢. Metoda O2-UCT zostala poréwnana z metodami,
ktére mozna stosowac do ogdlnej klasy wielokrokowych gier Stackelberga z niepetna informa-
cja o sumie niezerowej, znanymi z literatury. Eksperymenty zostaly przeprowadzone na trzech
r6znych zbiorach gier. Wyniki przedstawiono w formie Srednich zagregowanych po rozmiarze
gier testowych.

W testach zostaty uzyte nastgpujace zbiory gier:
* Warehouse Games (WHG), opisany w Rozdziale[d.1.1] z liczba rund 7" = 3,4,5,6,7,8

* WHG non-zero sum (WNZ), rowniez opisany w Rozdziale z liczbg rund T' =
3,4,5,6,7

» Search Games (SEG), opisany w Rozdziale zliczbarund T' = 4,5.

Repertuar metod, z ktérymi poréwnywana byta metoda O2-UCT jest szerszy niz w przypadku
metody Mixed-UCT. Wynika to z faktu, ze te eksperymenty byly przeprowadzone w roku 2019,
3 lata péZniej, niz w przypadku Mixed-UCT i w literaturze pojawily si¢ metody nieznane wcze-
S$niej. Metoda zostata poréwnana z nastgpujacymi metodami z literatury, w tym dwiema, ktére

znajduja doktadne rozwiazanie:

e BC2015 [17)], opisana w Rozdziale metoda ta wykorzystuje posta¢ sekwencyjna
gry i rozwiazuje jeden program mieszany program liniowy. Ta metoda znajduje doktadne

rozwigzanie.

* C2016 [87]], opisana w Rozdziale [3.7.2] metoda ta wykorzystuje posta¢ sekwencyjna gry
oraz rozwiazuje wiele iteracyjnie poprawianych programow liniowych. Ta metoda znaj-

duje doktadne rozwiazanie.

e CBK2018 [95]], opisana w Seckji metoda ta opiera si¢ o zwijanie duzych poddrzew
gry do pojedynczych wezidw, rozwiagzywanie gry uproszczonej metoda C2016, a nastgp-
nie rozwijania poddrzew zwiazanych z weztami, ktére maja najwigkszy wptyw na wynik

uproszczonej gry.

Wszystkie eksperymenty zostaty przeprowadzone na komputerze z procesorem Intel Xeon
Silver 4116 @ 2.10GHz 1 256GB RAM dziatajacym pod kontrolg systemu Debian GNU/Linux.
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W przypadku metod wykorzystujacych programowanie liniowe zostat uzyty solwer Cplex. Me-
toda O2-UCT zostata zaimplementowana w jezyku Scala 1 uruchomiona na maszynie wirtualnej

Java w wers;ji 8.

Kazdy pojedynczy przebieg poszukiwania strategii, dla kazdej z metod byt uruchomiony
z limitem czasowym 200h, po uptywie tego czasu proces byl przerywany. W przypadku metod
korzystajacych z solwera MILP (wszystkich metod pochodzacych z literatury), uruchamiano
jeden proces na raz, w zwiazku z tym proces miat dostgp do catosci pamigci operacyjnej (z do-
ktadnoscia do czgsci zajmowanej przez system). W przypadku metody O2-UCT eksperymenty
byly uruchamiane rownolegle, 32 na raz. Wszystkie metody byty jednowatkowe. Wspomniana
konfiguracja sprzgtowa ma w sumie 48 watkow procesora, w zwiazku z czym w przypadku
rownolegtych uruchomien nie bylo problemu z brakiem niezajetego rdzenia CPU. W przy-
padku metody O2-UCT, ktérej wyniki zaleza od dziatania generatora liczb pseudolosowych,
wykonano 10 niezaleznych przebiegéw dla kazdej z gier ze zbioru testowego. W przypadku
pozostatych metod uruchamiany byt tylko jeden przebieg. Poczatkowo byto planowane uru-
chomienie eksperymentéw dla pozostatych metod réwniez w sposob réwnolegty. Okazato si¢
jednak, ze dla duzych gier programy liniowe konstruowane przez te metody wymagaja ponad
128GB pamigci operacyjnej do rozwiazania. Stad ostatecznie uruchomiono te eksperymenty

sekwencyjnie, jeden po drugim.

Parametry metod. Metody BC2015 i C2016 nie maja zadnych parametréw. Metoda CBK2018
ma dwa parametry zwiazane z tym, ktére poddrzewa bgda rozwijane, € i §, im mniejszy para-
metr €, tym wigcej poddrzew bedzie rozwinigtych (co daje doktadniejszy wynik, ale i wigkszy
czas obliczen). Zgodnie z sugestiami w pracy autoréw metody CBK2018 [95], uzyto zestawu
e = 0.4,6 = 0.4. Dodatkowo sprawdzono wariant doktadniejszy, z wartosciami € = 0.0, =
0.4. Pierwszy zestaw parametrow jest oznaczony w wynikach jako CBK2018(a), a drugi od-
powiednio CBK2018(b). Parametry metody O2-UCT zostaly wymienione w opisie tej metody.
Tabela [4.11] prezentuje parametry uzyte w trakcie eksperymentéw. Wartosci tych parametréw
zostaly wybrane poprzez przeprowadzenie testow na zbiorze WHG, na mata skalg, dla wielu

réznych zestawow.

Prezentacja wynikow. Wyniki prezentowane sa osobno dla kazdego z trzech zbioréw testo-
wych. Na oddzielnych wykresach prezentowany jest czas obliczen w zaleznoSci od rozmiaru
gry i Srednia wyptata lidera w zaleznoSci od rozmiaru gry. Wykresy prezentuja wyniki dla
zagregowanych rozmiar6w gry (na osi X). Agregacja przebiegata w nastgpujacy sposob: dla
kazdej z gier wyliczono liczbg wezidéw z jakiej sktada si¢ drzewo tej gry w postaci ekstensyw-
nej, ozn. s, nastepnie zostalo wykonane zaokraglenie do najblizszej potegi liczby 10 na skali
logarytmiczne;j:
107oundog10 )
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Tabela 4.11: Zestaw parametréw metody O2-UCT uzyty we wstepnych eksperymentach.

Parametr Opis Wartos¢

outerSimulationCount liczba odwiedzin ruchéw w prébkowaniu w ze- 30
wnetrznej petli UCT po ktdrej algorytm si¢ koficzy
feasibilityStepLimit liczba krokéw poprawy strategii lidera majacych 10000
za zadanie osiagnaé obszar dopuszczalny, po ktérej
procedura jest przerywana, jesli nie osiagnigto ob-
szaru dopuszczalnego
positiveStepLimit limit krokéw poprawy strategii lidera tak, aby 5000
zwigkszy¢ wyptate lidera, po ktdrej procedura si¢
koriczy
poorImprovementLimit liczba krokOw poprawy lidera, przy ktorej nastapita 500
za mala poprawa wyplaty, po ktérej nastepuje wcze-
sne zatrzymanie metody
poorImprovemente minimalna warto$¢ poprawy wyptaty nasladowcy, 107°
przy ktorej nie nast¢puje wczesne zarzymanie
C  wspdtczynnik eksploracji z wzoru (4.1) wykorzy- 1.4
stywany w algorytmie UCT
expansionProb prawdopodobieinstwo dodania nowego ruchu do 0.3
strategii behawioralnej w trakcie poprawy wezla
strategii
addMoveUctSimulations liczba symulacji UCT uzywana w Algorytmie 300

gdzie round oznacza zaokraglenie do najblizszej liczby catkowitej. Tak zaokraglone liczby
wezléw w drzewie gry postuzyly do agregacji wynikéw. WartoSci wynikéw, zaréwno czasu,
jak i wyptat lidera, dla wszystkich gier, dla ktérych zaokraglona liczba weztéw byta taka sama,
zostaly usrednione. Na wykresie Sredniemu wynikowi dla wszystkich gier z takiego kubeltka sa
prezentowane jako jeden punkt. Ponadto wszystkie przebiegi byly uruchamiane z limitami, 200
godzin czasu dziatania i przy pamigci 256GB. Dla czgséci metod obliczenia dla wigkszych gier
byly przerwane. W takiej sytuacji:

* w przypadku prezentacji wynikéw dotyczacych czasu obliczei w miejsce wartoSci byto
wstawiane 200 godzin (limit czasu), w przypadku, gdy w dla danej usrednionej wartosci
liczby weztéw dla danej metody nie udato si¢ obliczy¢ ani jednego przypadku, punkt
na wykresie byl pomijany.

* w przypadku prezentacji Srednich wyptat, najpierw zostaly wyznaczone podzbiory gier,
ktére wpadaja do danej Sredniej liczby weztéw. Osobno dla kazdego zbioru testowego.
Nastepnie zostaly odrzucone wszystkie punkty, dla ktérych udato si¢ policzy¢ mniej niz
70% strategii doktadnych (metoda BC2015 lub C2016). Na wykresie zostaly zaprezento-
wane wyniki tylko dla tych gier, dla ktérych byty dostgpne strategie doktadne. W przy-
padku, gdy ktdras z metod nie udato si¢ obliczy¢ wszystkich strategii, dla ktérych zostaty

policzone doktadne wyniki, taki punkt nie jest prezentowany na wykresie.
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Tabela 4.12: Liczba gier WHG rozwiazanych przez poszczegdlne metody w podziale na rozmiar
gry. Rozmiary gier sa podane jako etykiety kolumn.

Metoda 10 10 10* 10° 10° 107 10® 10°
02-UCT 1 25 25 25 25 25 22 2
BC2015 1 25 25 25 24 O 0 0
C2016 1 25 25 25 24 O 0 0
CBK2018(a) 1 25 25 25 25 22 O 0
CBK2018(b) 1 25 25 25 25 22 O 0
Liczba gier 1 25 25 25 25 25 22 2

Tabela 4.13: Liczba gier WNZ rozwiazanych przez poszczegdlne metody w podziale na rozmiar
gry. Rozmiary gier sa podane jako etykiety kolumn.

Metoda 10® 10* 10° 10° 107 108
02-UCT 25 25 23 30 34 7
BC2015 25 25 23 23 4 0
C2016 25 25 23 22 15 O
CBK2018(a) 25 25 23 22 15 2
CBK2018() 25 25 23 20 O 0
Liczbagier 25 25 23 30 34 7

W tabelach [4.12] [4.13]i [4.14] sa prezentowane liczby gier odpowiednio ze zbioru WHG, WNZ,

SEG, z poszczegdlnych przedziatow, dla ktorych udato policzy€ si¢ strategie w limicie czasu

i pamigci z uzyciem poszczegdlnych metod. Na poczatku warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze agre-
gacja gier wedlug liczby weztéw w drzewie gry nie do konica pokrywa sig¢ z liczba rund w grze,
w szczegblnosci nie wszystkie przedziaty w grach WHG 1 WNZ maja po 25 elementéw. Wynika
to z faktu, ze na liczbg¢ weziow w drzewie gry wptywa zaréwno liczba rund, jak i struktura grafu.
W przypadku gier SEG, gdzie nie ma réznorodnej struktury graféw, a jedynie zréznicowanie
wyplat, ktére nie wptywa na liczbe weztéw w drzewie mozna zaobserwowac zupelny brak gier,
ktérych liczba weztéw zostata zaokraglona do 10°. Nastepna obserwacja jest fakt, ze jedynie
metoda O2-UCT byta w stanie rozwigza¢ wszystkie gry testowe. Bardziej szczegdétowe obser-
wacje mozna poczyni¢ dla poszczegdlnych zbioréw testowych z osobna. W przypadku liczby
rozwigzanych gier ze zbioru WHG, prezentowanej w Tabeli wszystkie metody sa w stanie
rozwiazaé gry, z kubetka dla 10° weztéw i wszystkich mniejszych gier. W przypadku kubetka
10° metody BC2015 oraz C2016 nie byty w stanie rozwiazaé jednej instancji. W przypadku
wigkszych gier te dwie metody nie daly rozwiaza¢ zadnej gry w narzuconych limitach czasu
i pamigci. Metoda CBK2018, niezaleznie od parametréw, byta w stanie rozwiaza¢ wszystkie
gry z kubetka 10°. W przypadku kubetka 107 nie udalo si¢ rozwiazaé 3 gier. W przypadku ku-
betkéw 108 i 10° jedynie metoda O2-UCT bylta w stanie obliczy¢ strategi¢ lidera. W wykresu

dotyczacego gier WNZ obserwacje sa podobne, mniejsze gry, do kubetka 10° wiacznie, zo-
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Tabela 4.14: Liczba gier SEG rozwiazanych przez poszczegdlne metody w podziale na rozmiar
gry. Rozmiary gier sa podane jako etykiety kolumn.

Metoda 104 10° 10% 107
02-UCT 10 - 10 10
BC2015 10 - 10
C2016 10 - 10 O
CBK2018(a) 10 - 10 5
CBK2018() 10 - 10 3

Liczbagier 10 0 10 10

staty obliczone przez wszystkie metody. W przypadku kubetka 10° metoda BC2015 obliczyla
23 gry z 30, a metody C2016 i1 CBK2018 byty w stanie obliczy¢ jeszcze mniejsza liczbe gier.
Z drugiej strony, w przypadku kubetka 107 wigcej, bo az 15 z 34 gier obliczyly metody C2016
1 CBK2018(a). Pokazuje to, ze koszt obliczenia gry zalezy nie tylko od liczby weztéw w drzewie
gry, ale réwniez od innych cech struktury gry, ktére moga przyspieszy¢ lub spowolnié oblicze-
nia z uzyciem réznych metod. Mozna réwniez zaobserwowac, ze wariant CBK2018(b), ktory
powinien znajdowac bardziej doktadne rozwiazania, rozwiazuje istotnie mniej duzych gier niz
wariant CBK2018(a). W przypadku gier SEG, dla ktérych liczba rozwiazanych gier przedsta-
wiona jest w Tabeli [4.14] ze wzgledu na duzo mniejsze zréznicowanie wielkosci gier, jedyne
réznice pomigdzy metodami mozna zaobserwowaé tylko w kubetku 107. Jedynie metoda O2-
UCT rozwiazuje tu wszystkie 10 gier. Metody doktadne nie byty w stanie rozwiaza¢ ani jedne;j
gry z tego kubetka. W przypadku CBK2018(a) udato si¢ rozwiazac 5 gier, a w przypadku wa-
riantu CBK2018(b) — 3 gry.

Czas obliczen

Rysunki [@.14] .T5] i 4.16| przedstawiaja Sredni czas obliczen dla poszczegblnych rozmiaréw

gier, dla kazdej z metod. Szara pozioma linia oznacza limit czasu, po ktérym obliczenia byty
przerywane: 200 godzin. W przypadku gier WHG, dla ktérych czasy sa prezentowane na Ry-
sunku mozna zaobserwowaé, ze dla gier z kubetka 10° i mniejszych O2-UCT jest naj-
wolniejsza metoda. R6znica miedzy O2-UCT, a pozostatymi metodami jest najwigksza dla naj-
mniejszych gier i maleje wraz ze zblizaniem sig¢ do kubetka 10°. Dla gier w kubetku 10° metoda
02-UCT wylicza strategi¢ szybciej, niz pozostate metody, za wyjatkiem CBK2018(b), ktora jest
tylko nieco szybsza. W przypadku kubetka 10" metoda O2UCT jest najszybsza ze wszystkich,
a dla wigkszych kubetkéw O2-UCT byta jedyna, ktéra byta w stanie policzy¢ wynik. Warto tez
zwroci¢ uwage na fakt, ze czas obliczen dla wszystkich metod wykorzystujacych programo-
wanie liniowe czas obliczen ro$nie duzo szybciej, niz w przypadku metody O2-UCT. W oczy
rzuca si¢ tez mniejszy przyrost czasu pomiedzy kubetkami 10° i 107 w poréwnaniu z przyro-
stem pomigdzy 10° i 10° dla metod BC2015, C2016 i CBK2018. Jest to spowodowane, tym,

ze dla czgSci przebiegdéw proces zostat przerwany ze wzgledu na limit czasu i wynik zostat
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Rysunek 4.14: Sredni czas obliczeii dla gier ze zbioru WHG dla metody O2-UCT i wszystkich
metod z nig poréwnywanych.

zastgpiony przez 200 godzin, podczas gdy faktyczny cas byly wigkszy. Mozna tez zaobser-
wowag, ze jesli pominiemy O2-UCT, to najszybsza z metod jest CBK2018(a), co jest zgodne
z intuicja, jako, ze CBK2018 jest metoda przyblizona, a zestaw parametrOw oznaczony jako (a)
wymaga mniej rozwinig¢ weztéw w drzewie gry. W przypadku czaséw obliczen dla gier WNZ,
zaprezentowanych na Rysunku [4.15] obserwacje dotyczace metody O2-UCT sa podobne, jak
w przypadku WHG. Dla matych gier O2-UCT jest metoda istotnie wolniejsza od pozostatych.
Tym razem kubetek 10° jest granicznym punktem, gdzie metoda O2-UCT jest szybsza od wigk-
szoci z konkurencyjnych metod. Tym razem w kubetku 10° szybsza od O2-UCT jest jedynie
metoda BC2015. Dla kubelka 10° i wigkszych O2-UCT jest najszybsza z metod. Fakt, ze dla
tego zbioru gier Punkt w ktérym O2-UCT jest najszybsza ze wszystkich nastgpuje wczesniej
jest prawdopodobnie zwiazany z tym, ze zbior WNZ ba bardziej skomplikowana strukturg wy-
ptat niz WHG. Podobnie, jak poprzednio mozna zaobserwowac efekt ,,wyptaszczenia” czaséw
metod innych niz O2-UCT powyzej kubetka 10°. Ponownie wynika to z faktu osiagnigcia limitu
czasu obliczefi. Réwniez podobnie, jak w poprzednim przypadku, przyrost czasu obliczen wraz
ze wzrostem rozmiaru gry w przypadku O2-UCT jest duzo mniejszy, niz w przypadku pozosta-
tych metod. Ostatnim ze zbiorow testowych jest SEG. Wyniki dla tego zbioru sa przedstawione
na Rysunku [4.16] Ze wzgledu na mniejsza liczbe punktéw na wykresie, przewaga O2-UCT nie
jest az tak wyraZna, jak w poprzednich przypadkach, jednak caty czas dla kubetka 107, czyli
najwiekszego, O2-UCT jest najszybsza z metod. W przypadku pozostatych metod mozna za-

obserwowac fakt, ze metoda CBK2018(a) jest najwolniejsza ze wszystkich metod innych niz
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Rysunek 4.15: Sredni czas obliczen dla gier ze zbioru WNZ dla metody O2-UCT i wszystkich
metod z nig poréwnywanych.
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Rysunek 4.16: Sredni czas obliczen dla gier ze zbioru SEG dla metody 02-UCT i wszystkich
metod z nig poréwnywanych.
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Rysunek 4.17: Srednia wyptaya lidera dla gier ze zbioru WHG dla metody 02-UCT i wszyst-
kich metod z nig por6wnywanych.

02-UCT, co nie miato miejsca w dwdch poprzednich zbiorach testowych.

Wartos¢ oczekiwana wyplaty lidera

Na Rysunkach [4.17] B.18] i .19 prezentowane sa Srednie wartosci wyptaty lidera dla strategii

znajdowanych przez poszczegdlne metody. Na wstepie nalezy zauwazy¢, ze w przeciwienstwie
do czaséw obliczen, gdzie naturalne jest, ze dla wigkszych gier czas obliczen tez bedzie wigk-
szy, w tym przypadku warto$ci oczekiwane wyptaty nie musza mie¢ zwiazku z rozmiarem
gry. Wykresy prezentuja wartoSci dla doktadnego rozwiazania (metody BC2015 1 C2016 jako
wynik daja doktadnie stan ROwnowagi Stackelberga). Punkty dla obu tych metod, w zwiazku
z powyzszym, zawsze si¢ pokrywaja. Wyniki pozostalych metod nie moga by¢ wigksze niz
wynik doktadny. Na Rysunku prezentowane sa wartosci Srednie wyptaty lidera dla zbioru
WHG. Mozna zaobserwowac, ze wartoSci O2-UCT praktycznie pokrywaja si¢ z wartoSciami
dla metod wyliczajacych doktadng strategi¢. W przypadku metody przyblizonej zaczerpnigtej
z literatury — CBK2018 — w obu wariantach konfiguracji wyplaty lidera sa stabsze. Co wig-
cej réznica migdzy wyplata optymalna, a zwracana przez metodg, roSnie wraz ze wzrostem
rozmiaru gry. W przypadku wynikow dla gier WNZ, prezentowanych na Rysunku §.18] po-
nownie mozna zaobserwowaé, ze wyniki metody O2-UCT sa bardzo bliskie wynikom metod
doktadnych. W przypadku kubelka 10° warto$¢ wyplaty jest nieznacznie nizsza, ale mimo to,

w poréwnaniu z warto§ciami uzyskiwanymi przez strategie obliczone przez metod¢ CBK2018
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Rysunek 4.18: Srednia wyptaya lidera dla gier ze zbioru WNZ dla metody O2-UCT i wszystkich
metod z nig poréwnywanych.

wynik jest bardzo dobry Ponownie metoda CBK2018 w obu wariantach zrwaca wyniki istot-
nie gorsze niz pozostale metody. Wyniki dla gier SEG, prezentowane na Rysunku [4.19] co do
gtéwnych trendéw, nie odbiegaja od tych zaobserwowanych dla wcze$niejszych zbioréw gier.
Ponownie metoda O2-UCT daje nieznacznie stabsze wyniki niz metody doktadne, a druga me-

toda przyblizona — CBK2018, w obu wariantach daje wyniki duzo stabsze.

Podsumowanie eksperymentow

Przeprowadzone eksperymenty pokazuja, ze metoda O2-UCT dla odpowiednio duzych gier po-
zwala znajdowac strategie lidera duzo szybciej niz konkurencyjne metody, zaréwno doktadne,
jak 1 przyblizone. Skalowalno$¢ czasowa metody O2-UCT jest duzo lepsza niz w przypadku
metod rozwiazujacych programy liniowe. Metoda O2-UCT generuje przy tym strategie lidera,
ktére daja wartoSci wyptat poréwnywalne z tymi, ktére sa zwracane przez metody dokladne.
Nalezy jednak zauwazyC, ze, ze wzgledu na to, ze nie sa znane rozwiazania doktadne dla
wigkszych gier ze zbiréw testowych, nie byto mozliwosci zbadania jako$ci uzyskiwanych stra-
tegii dla wszystkich elementéw zbiorow testowych, poréwnanie zostalo wykonane tylko dla
mniejszych gier. Drugim aspektem, na ktéry nalezy zwrdci¢ uwage, jest to, ze metody BC2015
i C2016, cos sa duzo wolniejsze i wymagaja duzo wigcej pamigci operacyjnej, gwarantuja zna-
lezienie doktadnego rozwigzania. Metoda O2-UCT nie daje takiej gwarancji.

Elementem, ktory nie byt wprost mierzony w eksperymentach, a ktéry mozna byto zaobser-
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Rysunek 4.19: Srednia wyplaya lidera dla gier ze zbioru SEG dla metody O2-UCT i wszystkich
metod z nig poréwnywanych.

wowac przy rownolegtym uruchamianiu wielu przypadkéw testowych na raz, byto zapotrzebo-
wanie na pamig¢. W przypadku metod opartych o programowanie liniowe konieczne byto se-
kwencyjne uruchamianie metod, ze wzgledu na bardzo duze zuzycie pamigci. Z drugiej strony
metoda O2-UCT z powodzeniem rozwiazala wszystkie gry ze zbiorow testowych, gdy byta
uruchamiana réwnolegle i na jeden proces przypadato srednio 8GB pamigci RAM. Warto tez
zauwazy¢, ze O2-UCT w poréwnaniu z CBK2018, ktéra tez jest metoda przyblizona, zwraca

strategie lidera dajace duzo wigksza wyptate.

4.4 Ewaluacja proponowanych metod

W tym rozdziale zostaty zaprezentowane dwie metody poszukiwania Réwnowagi Stackelberga
wykorzystujace podejscia metaheurystyczne. Zaréwno w przypadku Mixed-UCT, jak i w przy-
padku O2-UCT metody metaheurystyczne sa w stanie rozwiazywaé duzo wigksze gry niz po-
dejscia oparte o programowanie liniowe. Ograniczenie metody klasycznych ma dwojakie Zré-
dlo, po pierwsze jest to duze zapotrzebowanie na pamig¢ operacyjna. Metody oparte o pro-
gramowanie liniowe musza zbudowa¢ program liniowy reprezentujacy cata gre. Ten program
musi w cato$ci zmiesci¢ si¢ w dostepnej pamigci operacyjnej. W zwiazku z tym, ze rozmiar
gry ro$nie wykladniczo wraz ze wzrostem liczby rund w grze. To oznacza, ze rozmiary pro-
gramOw liniowych dla wigkszych gier przekraczaja dostgpna pamigé, a co wigcej, biorac pod

uwage wyktadniczy wzrost zapotrzebowania na pamigé, rozbudowa komputera o dodatkowa
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pamigC operacyjna nie jest pomocna. Niezaleznie od tego, gdyby dato si¢ ten program przecho-
wac w pamigci, czas rozwigzywania programu roéwniez ro$nie wraz ze wzrostem rozmiaru, co
oznacza, ze czasy wykonania dla duzych gier sa zaporowo duze. Wida¢ to szczeg6lnie na Ry-
sunku gdzie wykonano ekstrapolacj¢ czaséw wykonania poza zakres gier, gdzie udato si¢
przeprowadzi¢ obliczenia. Bardzo szybko osiagane sa czasy rzedu miesiaca i dtuzsze, co unie-
mozliwia praktyczne zastosowanie tych metod. Metody Mixed-UCT 1 O2-UCT, dzigki temu,
ze probkuja tylko fragment drzewa gry, nie wymagaja, aby przechowac cala reprezentacje gry
na raz w pamigci. To pozwala na wielokrotnie mniejsze zuzycie pamig¢ci niz klasyczne metody.

Technicznie, obie metody zaimplementowane sa z wykorzystaniem funkcji symulujacych
gre. Implementacja kazdej z metod oczekuje gry opisanej w postaci funkcji, ktéra dla danego
stanu gry wylicza stany, ktore sg efektem zagrania danego ruchu. Ten spos6b implementacji gry
zuzywa niewielka ilo§¢ pamigci operacyjnej i pozwala metodom dziata¢ w sposéb efektywny.

Nie nalezy tez zapominaé, ze metody metaheurystyczne nie daja gwarancji otrzymania opty-
malnego rozwiazania. W przypadku Mixed-UCT wartoSci oczekiwane wyptlat dla znalezionych
strategii sa w czgSci przypadkéw znaczaco mniejsze niz wyplat dla strategii ze stanu Réwno-
wagi Stackelberga. Strategie obliczane przez metody O2-UCT sa bardzo bliskie wartosciom
zwracanym przez metody doktadne. Biorac pod uwage fakt, ze dla duzych gier metoda O2-
UCT jest duzo szybsza, nalezy traktowac to podejScie jako wazna i przydatna alternatywe dla
metod doktadnych.

Poréwnujac metody Mixed-UCT i1 O2-UCT migdzy soba nalezy przede wszystkim zwrdcié
uwage na rézne zbiory gier, ktére te metody moga rozwiagzywac. Metoda O2-UCT jest w stanie
oblicza¢ strategie lidera w dowolnych grach wielokrokowych o sumie niezerowej z niepeina
informacja, dla ktérych zachodzi wtasno$¢ doskonatej pamigci. (Tu warto przypomnieé, ze me-
tody BC2105 i C2016 réwniez dziataja tylko dla gier z ta wlasnoScia). W przypadku metody
Mixed-UCT wymagane jest, zeby gra spetniata dodatkowe zatozenie, (T) ze strony To za-
tozenie nie jest spelnione w przypadku wielu gier, na przyktad w przypadku zbioru Search
Games, na ktérej byla testowana druga z metod — (O2-UCT). Ponadto metoda Mixed-UCT,
o czym zostato wspomniane w Rozdziale[d.2.5] nie osiagneta zadowalajacych wynikéw w trak-
cie wstgpnych testow na zbiorze WHG non-zero sum. W zwiazku z tym nalezy traktowac me-

tode O2-UCT jako metodg¢ bardziej skuteczng i bardziej ogélna niz Mixed-UCT.
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Podsumowanie

W rozprawie zostaly zaprezentowanie dwie metody metaheurystyczne, ktére stuza do znalezie-
nia strategii lidera w sekwencyjnych grach Stackelberga o sumie niezerowej z niepeing infor-
macja z wlasnoscia doskonatej pamigci. Metoda pdzniejsza, O2-UCT jest w stanie operowac
na catej klasie wspomnianych gier, metoda wczesniejsza, Mixed-UCT jest w stanie operowac
tylko na podklasie gier spetniajacych dodatkowo warunek (T) ze strony zbiory informa-
cyjne sq jednoznacznie zdefiniowane przez sekwencje ruchow wykonanych przez gracza, dla
ktorego ten zbior informacyjny jest punktem decyzyjnym. Obie metody bazuja na algorytmie
UCT, popularnej metaheurystyce do przeszukiwania gier z pelng informacja, na przyktad gier
planszowych. Metoda Mixed-UCT jest préba bezposredniego zastosowania podejscia UCT do
otrzymywania strategii mieszanej lidera, natomiast szkielet metody O2-UCT jest silnie zainspi-
rowany istniejacymi w literaturze podejSciami do rozwigzywania gier Stackelberga, a podejscie
UCT zostato tam wykorzystane jako element realizujacy mniejsze zadania, konkretnie ukierun-
kowane probkowanie strategii nasladowcy oraz wybdér ruchéw do dodania do strategii lidera.
Skuteczno$¢ obu metod zostata sprawdzona eksperymentalnie. Metody zostaly uruchomione na
r6znych rodzinach gier testowych i poréwnane z istniejacymi podejSciami z literatury. Ekspe-
rymenty pokazaly, ze obie proponowane metody dla matych gier testowych sa duzo wolniejsze
od podejs¢ z literatury, jednak wraz ze wzrostem rozmiaru gier czas obliczen, w przypadku
obu metod proponowanych w rozprawie, roSnie wolniej, niz w przypadku metod z literatury.
W przypadku obu metod, dla odpowiednio duzych gier testowych sa one rzedy wielkosci szyb-
sze niz metody z literatury. Co wigcej, ekstrapolacja wynikow czasowych dla poszczegdlnych
metod sugeruje, Zze metody z literatury moga potrzebowaé czasu obliczeri liczonego w mie-
sigcach lub nawet w latach, podczas gdy metodom metaheurytycznym wystarczy mniej niz
200 godzin. Podczas uruchamiania eksperymentéw zaobserwowano réwniez, ze zapotrzebowa-
nie metod metaheurystycznych na pamigé jest wielokrotnie mniejsze niz w przypadku metod
zaczerpnigtych z literatury. Oprocz zapotrzebowania na zasoby obliczeniowe, poréwnano row-
niez jako$¢ znajdowanych strategii. W przypadku metody Mixed-UCT wyplaty uzyskiwane
przez znalezione strategie sg trochg gorsze niz wyplaty uzyskiwane przez strategie optymalne,

co wigcej, zaobserwowano, ze dla gier dalszych od sumy zerowej, wyniki Mixed-UCT sa gor-
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sze. W przypadku O2-UCT znalezione strategie daja wyplaty bardzo bliskie wyptatom, ktére
mozna uzyskac grajac strategie optymalne. Z racji tego, ze metoda O2-UCT byta zbudowana
i testowana pdzniej, niz Mixed-UCT, istniata mozliwo$¢ poréwnania metody O2-UCT z me-
toda oznaczana w tej pracy jako CBK2018, ktora jest zupetnie innym podejSciem do przybli-
zenia Rownowagi Stackelberga. W poréwnaniu,O2-UCT znajdowala duzo lepsze strategie niz
wspomniana metoda przyblizona, a dla duzych potrzebowata réwniez mniej czasu na wylicze-
nie strategii. Pozwala to twierdzi¢, ze podejscie O2-UCT przy niewielkim koszcie czasowym
pozwala wyznaczy¢ dobre przyblizenie strategii lidera ze stanu Réwnowagi Stackelberga. Po-
réwnanie metod Mixed-UCT i O2-UCT ze soba pokazuje, ze metoda O2-UCT moze dziataé
na duzo szerszej klasie gier niz Mixed-UCT, a wyliczone przez nia strategie daja lepsze wy-
ptaty. W zwiazku z tym mozna uznac, ze O2-UCT jest podejSciem uniwersalnie lepszym od
Mixed-UCT.

5.1 Mozliwosci modyfikacji i dalszego rozwoju

Metody Mixed-UCT 1 O2-UCT zostaly zaimplementowane i przetestowane. Wyniki ekspery-
mentéw potwierdzaja ich uzytecznos$é. Nie znaczy to jednak, Ze sa to rozwigzania, ktérych
w zaden spos6b nie mozna udoskonali¢. W tym rozdziale zaprezentowane bgda elementy, ktére
warto zbada¢ pod katem poprawy szybkosci dziatania i jakosci uzyskiwanych strategii w meto-
dzie O2-UCT. Ponadto ten rozdzial zawiera propozycje dalszego rozwoju tych metod, ktdre nie

sa usprawnieniami dzialania w obszarze gier, ktére juz zostaty zbadane.

Usprawnienie przegladu strategii nasladowcy. Elementem, ktéry wstgpuje w obu meto-
dach, jest petny przeglad strategii prostych nasladowcy. W przypadku metody Mixed-UCT pro-
cedura aktualizacji strategii nasladowcy w linii [I4] Algorytmu .2] wymaga znalezienia najlep-
szej odpowiedzi nasSladowcy na zadang strategi¢ lidera. Podobnie w metodzie O2-UCT stwier-
dzenie czy istnieje strategia spetniajaca warunki do bycia strategia W? bedaca czgscia procedury
poszukiwania strategii lidera opisanej w Rozdziale 4.3.2] mimo usprawnienia polegajacego na
stosowaniu repertuaru ostatnio znalezionych strategii nasladowcy, wymaga zastosowania pet-
nego przegladu strategii tych strategii. Wszystkie uzyte zbiory testowe maja wiasnosé, ze liczba
strategii prostych nasladowcy rosnie wyktadniczo wraz ze zwigkszaniem liczby rund w grze.
Ztagodzenie tego kosztu przyniostoby duzy zysk w czasie wykonania w przypadku duzych
gier.

Naturalnym, w kontekscie tej rozprawy, byloby zastosowanie algorytmu UCT, réwniez
do przegladu strategii nasladowcy. Proste zastosowanie algorytmu UCT nie jest jednak wy-
starczajace w tym miejscu. O ile, wraz ze wzrostem liczby symulacji UCT ro$nie szansa, ze
najlepiej oceniony ruch to ruch faktycznie najlepszy, to jednak nigdy nie ma takiej gwarancji. W
momencie, kiedy liczba symulacji jest mata, istnieje ryzyko, ze istnieje lepszy ruch, niz wska-

zany przez metodg¢ jako najlepszy. W przypadku, gdy decydujemy, czy zadana strategia lidera
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jest w obszarze dopuszczalnym, czy nie, taka pomytka moze prowadzi¢ do btgdnego przekona-
nia, ze aktualna strategia lidera jest w obszarze dopuszczalnym, mimo, ze w rzeczywistosci tak
nie jest. W zwiazku z tym, przed zastosowaniem heurystycznego przeszukiwania przestrzeni
strategii prostych nasladowcy konieczne jest opracowanie rozwigzania, ktore tagodzi btedne;j
oceny bycia w obszarze dopuszczalnym. Jest to kierunek, w ktérym warto poprowadzi¢ bada-
nia nam metoda O2-UCT.

Modyfikacja metody poprawy strategii lidera w metodzie O2-UCT. Szczeg6towa analiza
przebiegéw metody O2-UCT pokazuje, ze aplikowanie kroku aktualizacji strategii lidera w celu
poprawy wyplaty przeciw strategii nasladowey 7 czgsto powoduje wyjscie poza obszar do-
puszczalny. Implikuje to potrzebg wielokrotnego wykonywania krokéw poprawy w celu po-
wrotu do obszaru dopuszczalnego. Mimo zastosowania momentu, ktory fagodzi ten problem,
liczba dodatkowych krokéw poprawy, ktére stuza tylko powrotowi do obszaru dopuszczalnego
jest duza i znaczaco wplywa na czas wykonania algorytmu. Planowane jest wprowadzenie mo-
dyfikacji do sposobu wyznaczania kierunku aktualizacji strategii w celu poprawy wyptaty lidera
tak, aby uwzgledniat on ostatnio znalezione lepsze odpowiedzi nasladowcy i zeby aktualizacja

nie powodowata wyjscia poza obszar dopuszczalny.

Rozwazanie niepelnej racjonalnosci nasladowcy. We wstepie do rozprawy, w Rozdziale
zasygnalizowano, ze w wielu praktycznych problemach nie zaktada si¢ systematyczne zaburze-
nie odpowiedzi nas§ladowcy, ktére modeluje fakt, ze nasladowca w rzeczywistej sytuacji moze
nie podejmowac w petni racjonalnych decyzji. W chwili pisania tej rozprawy trwaja prace nad
dodaniem do metody O2-UCT mozliwoSci modelowania niepetnej racjonalnosci nasladowcy.
Jak dotad zostal opublikowany rozszerzony abstrakt, ktéry zawiera wstepne wyniki dotyczace
zastosowania roznych podej$¢ metaheurystycznych, w tym O2-UCT do problemu niepelnej ra-

cjonalnosci [46].

5.2 Weryfikacja hipotezy badawczej

Hipoteza postawiona na poczatku tej rozprawy brzmi:
Mozliwe jest wykorzystanie metod Monte Carlo do efektywnego aproksymowania stra-
tegii lidera w wielokrokowych Grach Stackelberga o sumie niezerowej z niepetnq infor-
macjq, ktore dajq niewiele gorszq wartos¢ oczekiwana wyptaty lidera, przy optymalnej
odpowiedzi nasladowcy, w porownaniu z wartosciq oczekiwang wyptaty lidera w stanie
rownowagi.
Przeprowadzone badania pokazaty, ze metoda Mixed-UCT, ktéra bezposrednio wykorzy-
stuje Monte Carlo Tree Seach/Upper Confidence Bound applied to Trees (UCT) potrafi efek-
tywnie przyblizaC strategie lidera w Grach Stackelberga o sumie bliskiej sumie zerowej z nie-

petng informacja oraz dodatkowo ze specyficzng struktura informacji definiowang warunkiem
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(f) na stronie Metoda nie dziata w spos6b zadowalajacy dla catej klasy gier z niepeing
informacja i tylko w czgSciowy sposéb realizuje zatozenie postawione w hipotezie. Nalezy jed-
nak podkresli¢, ze zatozeniem w trakcie konstrukcji tej metody byto zastosowanie metody UCT
w sposéb bezposredni do poszukiwania strategii lidera. Druga z metod, O2-UCT korzysta z me-
tod Monte Carlo, konkretnie metody UCT posrednio, jako mechanizmu probkowania strategii
nasladowcy oraz jako mechanizmu poszukiwania ruchu, ktéry bedzie dodany do strategii lidera.
W tym przypadku wyniki eksperymentalne potwierdzaja, ze wartoSci oczekiwane wyplaty dla
znalezionych strategii lidera sa tylko niewiele gorsze od wartoSci oczekiwanych wyptaty dla
strategii ze stanu Rownowagi Stackelberga. To oznacza, ze udato si¢ potwierdzi¢ hipotez¢ ba-

dawcza postawiong na poczatku rozprawy.

5.3 Konkluzje

Gtéwna osia poréwnan w czgsci eksperymentalnej zwiazanej z metodami Mixed-UCT i O2-
UCT bylo poréwnanie wynikow z wynikami metod opartych o programowanie liniowe. Pro-
gramowanie liniowe jest klasycznym i popularnym podejsciem do rozwigzywania réznych klas
probleméw. Ogromnym plusem stosowania programowania liniowego jest fakt, ze na rynku
dostgpne sa solwery, ktére zapewniaja bardzo konkurencyjne czasy obliczefi nawet dla duzych
programéw liniowych. Mimo to, metody te, dla duzych gier, wykonywaty si¢ znacznie wol-
niej niz bazujace na podejSciach metaheurystycznych metody proponowane w tej rozprawie.
Zysk czasowy jest tym wigkszy im wigksze sa to gry. Jakos¢ uzyskiwanych wynikéw pozostaje
przy tym na wysokim poziomie. Kosztem zwigzanym ze stosowaniem metaheurystyk jest jed-
nak bardziej czasochtonna i skomplikowana implementacja. Programowanie liniowe wymaga
niewielkiego naktadu programistycznego, podczas gdy metody Mixed-UCT i O2-UCT to kilka
tysiecy linii kodu. Po czesci objetos¢ wynika z faktu, ze w przypadku wielu metaheurystyk
brakuje gotowych i fatwych w uzyciu bibliotek z implementacja. To pokazuje, ze warto promo-
waé podejscia metaheurystyczne, ktére czesto pozwalaja rozwiazywaé problemy wielokrotnie
wigksze niz te, ktére mozna rozwigzac klasycznymi metodami, bo takie dziatania promocyjne
moga sprowokowac powstanie lepszych bibliotek implementujacych te rozwigzania.

Mowiac o rozwiazywaniu wigkszych probleméw warto tez zwrdci¢ uwage na fakt, ze pode;j-
Scia metaheurystyczne, ktére daja nieznacznie tylko gorsze wyniki od doktadnych, pozwalaja na
rozwigzywanie duzo wigkszych probleméw. W praktyce moze to oznaczac, ze dzigki zastoso-
waniu takiej metody mozliwe bgdzie zbudowanie duzo doktadniejszego modelu rzeczywistego
procesu i mimo tego, ze wzgledem wybranego modelu rozwigzanie to nie bedzie optymalne,
znalezienie rozwigzania lepszego w rzeczywistym zastosowaniu, bo obarczonego duzo mniej-
szym uproszczeniem na etapie modelowania.

Rozprawa pokazuje rowniez, ze obszar Gier Stackelberga, cho¢ mato popularny w $wia-
domosci ogétu badaczy w obszarze informatyki jest niezwykle interesujacy. Asymetria graczy

w Rownowadze Stackelberga powoduje, ze subtelne zmiany w strategii lidera moga mie¢ bar-
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dzo duzy wplyw na otrzymang na koniec warto$¢ oczekiwana wyptaty. Ta cecha powoduje,
ze metody, ktore tatwo jest zastosowaé do gier gdzie gracze sa symetryczni trudno jest za-
adaptowac do Gier Stackelberga. Widac to chociazby w konstrukcji metody Mixed-UCT, gdzie
adaptacja metody UCT wymagata znaczacej liczby dodatkowych elementéw aby mozna ja byto
wykorzysta¢ do poszukiwania strategii lidera. Nalezy przy tym pamigtac, ze z Grami Stackel-
berga wiaze si¢ szereg zastosowan wymienionych we wstepie do tej rozprawy. W opinii autora
rozprawy wsrod badaczy z obszaru informatyki brakuje zainteresowania tematem gier asyme-
trycznych, w szczeg6lnosci Gier Stackelberga i nalezy rozpocza¢ dziatania na rzecz populary-
zacji prowadzenia badain w tym obszarze.

Jedna z przeszkdd, ktére powoduja, ze bardzo rzadko autorzy poréwnuja ze soba rézne me-
tody do poszukiwania Réwnowagi Stackelberga jest fakt, ze w tej dziedzinie, w przeciwienstwie
do wielu innych dziecin, jak na przyktad rézne obszary uczenia maszynowego, czy optymali-
zacji, nie ma ogdlnie przyjetego zbioru do testowania skutecznosci metod. Praktycznie kazda
z prac przytoczonych w przegladzie metod w Rozdziale [3] byta testowana na innych zbiorach
gier. Czyni to poréwnywanie skutecznoSci metod trudnym. Co wigcej cechy konkretnego zbioru
testowego moga by¢ (niekoniecznie w Swiadomy sposob) dobrane tak, aby faworyzowac ktoras
z metod. W zwiazku z tym autor rozprawy chciatby podkresli¢ konieczno$¢ budowania repo-
zytoriow gier testowych, ktoére pozwola na bardziej ujednolicony spos6b poréwnywania metod

przyblizajacych Rownowage Stackelberga.
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Dodatek A
Gry testowe ze zbioru Basic

W tym dodatku zaprezentowane sa wszystkie gry wchodzace w sktad zbioru Basic opisanego
na stronie [[10] Rysunki [A.THA.T2| przedstawiaja poszczegélne gry testowe. W szczeg6lnosci

przedstawione sg gry na grafie strukturze grafu game3 ze zmienionymi wyptatami.
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3:
F(0.25,-0.05)
L(0.1,-0.75) 4:
F(1,-0.05)
L(0.1,-1)
0:
F(0.1,-0.05)
L(0.05,-0.4) 1
F(-0.15,-0.05)
L(0.1,-0.5)
2:
F(0.2,-0.05)
L(0.1,-0.6)

Rysunek A.1: gamel. Wierzchotek z indeksem O jest punktem startowym lidera, wierzcholek
z indeksem 5 (tréjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
chotki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyplaty nasladowcy (follower), a po L
wyplaty lidera.

4:
A(1,-0.05)
D(0.1,-1)
1:
A(0.15,-0.05)
3: D(0.1,-0.5)
A(0.25,-0.05)
D(0.1,-0.75)
6:
A(-0.05)
D(0.05)
0:
A(0.1,-0.05) 7:
D(0.05,-0.4) A(-0.05)
D(0.05)
8:
A(-0.05)
2: D(0.05) .
A(0.2,-0.05) 9:
D(0.1,-0.6) 1?)((-8-82%

Rysunek A.2: gamel. Wierzchotek z indeksem 0 jest punktem startowym lidera, wierzcholek
z indeksem 5 (trdjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
chotki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nas§ladowcy (follower), a po L
wyplaty lidera.
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0:
A(0.66,-0.03)
D(0.1,-0.6)

1 .

A(0.16,-0.03)
D(0.1.-0.4)
4: 9:
A(-0.03) A(-0.03)
D(0.03)
2:
A(0.03,-0.03)
D(0.1.-0.5)

Rysunek A.3: game3. Wierzchotek z indeksem 0 jest punktem startowym lidera, wierzcholek
z indeksem 8 (tréjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
chotki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nasladowcy (follower), a po L
wyplaty lidera.

0:
A(0.66,-0.03)
D(0.2,-0.5)

3:
A(-0.03)

I: D(0.03)

A(0.16,-0.03)
D(0.1.-0.4)
4: 9:
A-0.03) A(-0.03)
D(0.03) D(0.03)

5:
A(-0.03)
D(0.03)

7.
A(-0.03)

2:
A(0.66,-0.03) D(0.03)

D(0.03,-0.5)

Rysunek A.4: game3a. Wierzcholek z indeksem O jest punktem startowym lidera, wierzchotek
z indeksem 8 (trdjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
chotki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nasladowcy (follower), a po L
wyplaty lidera.
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0:
A(0.1,-0.03)
D(0.1,-0.5)

1:

A(0.1,-0.03)
D(0.1,-0.4)
4: 9:
A(-0.03) A(-0.03)
D(0.03) D(0.03)
2:
A(0.16,-0.03)
D(0.16,-0.03)

Rysunek A.5: game3b. Wierzcholek z indeksem O jest punktem startowym lidera, wierzcholek
z indeksem 8 (tréjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
cholki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nasladowcy (follower), a po L

wyplaty lidera.

0:
A(20,-1)
D(0.1,-0.5)

3:
A(-0.03)
D(0.03)

AG.-1)
D(0.1.-0.4)
4: 9:
A(-0.03) A(-0.03)
D(0.03) D(0.03)
2:
A30-1)
D(0.16,-0.33)

Rysunek A.6: game3c. Wierzchotek z indeksem O jest punktem startowym lidera, wierzchotek
z indeksem 8 (trdjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
cholki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nasladowcy (follower), a po L

wyplaty lidera.
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0:
A(0.33,-0.03)
D(0.1,-0.5)

3:A(-0.03)
D(0.03)

10:A(-0.03)

1: D(0.03)

A(0.16,-0.03)
D(0.1,-0.4)
4:A(-0.03) 9:A(-0.03)
D(0.03) D(0.03)
5:A(-0.03)
D(0.03)
2: 6:A(-0.03) 7:A(-0.03)
A(1,-0.03) D(0.03) D(0.03)
D(0.1,-0.16)

Rysunek A.7: game3d. Wierzcholek z indeksem O jest punktem startowym lidera, wierzcholek
z indeksem 8 (tréjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
cholki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nasladowcy (follower), a po L
wyplaty lidera.

0:
A(0.66,0.03)
D(0.03,-0.5)

3:
A(-0.03)

1: D(0.07)

A(0.16,-0.03)
D(0.03,-0.4)
4: 9:
A(-0.03) A(-0.03)
D(0.07) D(0.13)

5:
A(-0.03)
D(0.07)

7.
y A(-0.03)
A(1,-0.03) .
D(0.03,-0.5) D(0.13)

Rysunek A.8: game4. Wierzcholek z indeksem O jest punktem startowym lidera, wierzchotek
z indeksem 8 (trdjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
cholki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nasladowcy (follower), a po L
wyplaty lidera.
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0:
A(0.66,-0.03)
D(0.03,-0.5)

1.

A(0.16,-0.03)
D(0.03,-0.4)
4: 9:
A(-0.03) A(-0.03)
D(0.07) D(0.13)
2:
A(0.66.-0.03)
D(0.03,-0.5)

Rysunek A.9: game4a. Wierzcholek z indeksem O jest punktem startowym lidera, wierzcholek
z indeksem 8 (tréjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
cholki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nasladowcy (follower), a po L

wyplaty lidera.

0:
A(0.1,-0.03)
D(0.03,-0.5)

3:
A(-0.03)

I: D(0.07)

A(0.1,-0.03)
D(0.03,-0.4)
4: 9:
A(-0.03) A(-0.03)
D(0.07) D(0.13)

5:
A(-0.03)
D(0.07)

2:
A(0.16,-0.03)
D(0.03,-0.03)

Rysunek A.10: game4b. Wierzcholek z indeksem O jest punktem startowym lidera, wierzchotek
z indeksem 8 (trdjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
chotki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nasladowcy (follower), a po L

wyplaty lidera.
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0:
A(0.66,-0.03)
D(0.03,-0.5)

1.

A(0.16,-0.03)
D(0.03,-0.4)
4: 9:
A(-0.03) A(-0.03)
D(0.07) D(0.13)
2:
A(1,:0.03)
D(0.03,-0.33)

Rysunek A.11: game4c. Wierzchotek z indeksem O jest punktem startowym lidera, wierzcholek
z indeksem 8 (tréjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
cholki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nasladowcy (follower), a po L
wyplaty lidera.

0:
A(0.33,-0.03)
D(0.03,-0.5)

3:
A(-0.03)

I: D(0.07)

A(0.16,-0.03)
D(0.03,-0.4)
4: 9:
A-0.03) A(-0.03)
D(0.07) D(0.13)

5:
A(-0.03)
D(0.07)

2:
A(1,-0.03)
D(0.03,-0.16)

7.
A(-0.03)
D(0.13)

Rysunek A.12: game4d. Wierzcholek z indeksem O jest punktem startowym lidera, wierzchotek
z indeksem 8 (trdjkat), jest punktem startowym nasladowcy, a na zielono zaznaczone sa wierz-
chotki z cennym zasobem. W nawiasie po literze F sa wyptaty nasladowcy (follower), a po L
wyplaty lidera.
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