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Zagadnienie rozpatrywane w rozprawie

Rozprawa dotyczy zagadnienia, kiére mozna traktowaé jako przyklad staty-
stycznego modelowania zwigzkow prayczynowych (co§, co jest nazywane causal
modeling lub causal inference). Uzywane w rozprawie narzedzia matematyczne
sa typowe dla najbardziej klasycznego dzialu statystyki matematycznej: teorii
modeli liniowych. Rozpatruje sic wplyw pewnego ,dzialania” (freatment) na
jednostki populacji. Zaklada si¢ (w najprostszej, zasadniczej wersji modelu), ze
zimienna odpowiedzi y jest postaci

BT T jesli jednostka jest poddana Hdzialaniu”;

Y= : S . ; ;
'BY 4+ eC jesli jednostka nie jest poddana ,dziataniu”,

gdzie x oznacza wektor zmiennych objasniajacych (covariates). Celem jest esty-
macja elektn” Y = g7 — ¢ na podstawie probki losowej (X, y) = {(vi,p5),1 =
I,...n} podzielonej na grupe ,badana” (X7, y7) i grupe kontronag” (X<, y<).
Podzialu dokonuje si¢ losowo, poprzez randomizacje, aby zidentyfikowaé efekt
dzialania / braku dzialania na t¢ sama jednostke: 2'SY. Typowo traktuje
si¢ zmienne objasniajace @ jako losowe. Pozwala to sformulowaé zadanie pre-
dykeji zmiennej losowej :L'QCS,/'JU dla nowej jednostki wylosowanej z populacji.
Takie postawienie zadania, typowe dla teorii uczenia maszynowego, umozliwia
obicktywng empiryczna oceng proponowanych algorytmow. To podejicie, re-
prezentowane dodé konsekwentnie w rozprawie Rudasia, jest moim przekonaniu
sluszne.

Mimo, ze klasyczna teoria liniowej statystyki pozwala estymowaé Y w standar-
dowy sposob, rozpatrywane sa rowniez rozwigzania wykorzystujace specylike za-
gadnienia. Sa to w szczegolnosei ,uplift estimator” i, corrected uplift estimalor”
badane w rozprawie Rudasia (Ruda$ jest wspotautorem tego drugiego estyma-
tora, wraz z promotorem rozprawy). Podstawowe pytanic dotyczy poréwnania
roznych metod estymacji Y. Praca Rudasia udziela czesciowe) odpowiedzi na
to pytanie.

Omoéwienie zawartosci rozprawy

Rozprawa sklada si¢ (oprocz Streszezenia, spisu tredei, bibliografii itp.) z 7
rozdzialow. Rozdzial 1 przedstawia zagadnicnie 1 ma charakter wstepny. Roz-
dzial 2 zawiera wyniki asymptotyczne dotyczace zachowania 3 estymatorow:
klasycznego ,,podwoinego” (double), znanego wezedniej wyspecjalizowanego es-
tymatora zwanego uplift i jego ulepszonej wersji zwanej correcled uplift. Ten



rozdzial jest wedlug mnie najwn.'/',ni(‘,,j.s;zad czedeia pracy. W Rozdziale 3 Autor
rozwaza sytuacje Zle wyspecylikowanego modelu liniowego. Zaklada sig, ze re-
gresja zawiera czlon nieliniowy taki sam dla obu grup jednostek. Wyniki maja
postaé¢ podobng do tych z Rozdzialu 1. Rozdzial 4 jest poswigecony innemu niz w
poprzednich rozwazniach schematowi randomizacji, ktory Autor nazywa ,ran-
domizacja prosta” (simple randomization). Rozdzial 5 omawia regularyzacje
estymatorow parametru Y przez dodanie skladnika kary” typu 0%, Otrzymuje
si¢ zatem odpowiednie wersje regresji grzbictowej. Rozdzial 6 omawia estyma-
tory ,Sciagajace” typu Jamesa-Steina. Tutaj takze stosuje si¢ znane wezesnic)
pomysly (m.in. estymatory SMSIE) do specjalnego zadania estymacji parametru
BY i porownuje sic wlasnodci otrzymanych rozwigzan. Rozdzial 7 jest poswie-
cony wynikom symulacyjuym, ktore ilustruja i uzupelniajg zawarte w rozprawie
wyniki teoretyczne.

Ocena wynikow rozprawy
Uwagi ogdlne.

Zagadnienie rozpatrywane przez Rudasia jest dobrze postawione i wazne dla
zastosowari. 1o jest duza zaleta rozprawy. 7 drugiej strony, teoria modeli linio-
wych, na ktorych rozprawa sie koncentruje, jest bardzo rozwinieta. Narzedzia
uzywane przez Autora rozprawy sa klasyczne, proponowane metody maja cha-
rakter modyfikacji metod klasycznych. W rezultacie wyniki Rudasia maja na
ogol charakter drobnych ulepszen, czasami osiagnietych duzym nakladem sil,
poprzez skomplikowane rachunki. Przytocze przyklady. (W moich uwagach
koncentruje sie na wynikach asymptotycznych, ktore opisuja najwaznicjsze wla-
snogci estymatorow. W epoce duzych baz danych, zachowanie estymatorow dla
malych probek jest mniej istotne.)

e Porownanie Tw. 2 z Tw. 4 pokazuje, ze wyspecjalizowany ,uplift estima-
tor” ma gorsze wlasnodci asymptotyczne niz standardowy double estima-
tor”. Tu juz nie chodzi o drobne ulepszenie, tylko zasadnicze pogorszenie!

Rudag nie jest za to odpowiedzialny, bo nie jest autorem ,uplift estima-
p J) . k2
tor”, ale ten fenomen pokazuje tlo pracy).
b . g

o W podrozdziale 2.3 Ruda$ poprawia ,,uplift estimator”. Pomysl stojacy za
proponowanym tu ,corrected uplift estimator” jest elegancki i zasluguje
na uznanie. Niemniej, osiaga si¢ tylko tyle, ze nowy estymator ma takq
samaq asymptolyke, jak klasyczny double estimator”.

e Porownanie Tw. 6, 718 w Rozdziale 3 jest troche bardziej skomplikowane.
W obecnoéei cztonu nieliniowego, ,uplift estimator” jest czasami gorszy,
czasami lepszy asymptotycznie od ,double estimator”.  Corrected uplift
estimator” autorstwa Rudasia ma takqg samaq asymptotyke, jak klasyczny
sdouble estimator”.



o Jesli chodzi o regularyzacje rozwazana w Rozdziale 5, to udowodnione tu
Tw. 11 jest ,niesprawicdliwym poréwnaniem” pordéwnuje si¢ regularyzo-
wany ,uplift” z nieregularyzowanym ,double”; co prowadzi do latwego do
zgadniecia wyniku.

e W Rozdziale 6 Rudas rozwija tadny pomysl SMSI (jestymator Sciagajacy
minimalizujacy blad Sredniokwadratowy” zaproponowany w 1975 roku) i
adaptuje ten pomyst do uplift estimator”. Dowod Tw. 13 jest bardzo
rachunkowy i skomplikowany. Sam jednak wynik ma charakter ,niespra-
wiedliwego porownania”; w dodatku otrzymany jest przy bardzo ograni-
czajacych zalozeniach.

e W Rozdziale 7, doswiadczenia symulacyjne, ogolnie mowiac, $wiadeza o
niewielkich réoznicach MSI dla duzych licznogei probek. Nawiasem mo-
wigc, nie jest jasno powiedziane, jak jest obliczany ,predictive MSIE” (duza
probka Lc.sl,u_]qm?).

Powyzsze ogolne uwagi mozna podsumowac stwierdzeniem, ze rozprawa Rudasia
nie zawiera przelomowych wynikow. Zawiera jednak szereg wartosciowych uzu-
petnien i spostrzezen. Zasadnicza czesé wynikow jest poprawna. Praca Swiadczy
o opanowaniu przez Autora warsztatu i dobrej orientacji w badanym kregu za-
gadnien. Zawarte w rozprawie rachunki wymagaly sporej bieglosci i miejscami
pomyslowosci. Jest to, w moim przekonaniu, dostateczny wklad, ktory pozwala
rozprawe ocenié pozytywnie.

Uwagi krylyczne.

e W calej pracy powtarza sie nastepujace zalozenie o zmiennych objasnia-
jacych: Bl =0, Varal = 3 i rozpatruje sig regresje bez wyrazu wolnego.
Dla klasycznego estymatora ,double” mozna po prostu zastapié Vara)
przez 1) @; 1 wtedy @; moze mie¢ pierwszy wyraz 1, a wzor na 10/,1\1(1(1
asymptotyczny nie ulega zmianie. Byé moze podobnie jest dla innych
estymatoréw rozpatrywanych w rozprawie, ale nie jestem pewny. W kaz-
dym razie, nzyteczne w praktyce twierdzenia powinny byé sformutowane
bez nierealistycznego zalozenia i = 0 1 obejmowad regresje z wyrazem
wolnym.

o Kwestia randomizacji (przydzialu jednostek do grup ,/ 17 i ,C”) zajmuje
w rozprawie sporo miejsca. Wedlug mnie, Autor w swoich rozwazaniach
na ten temat komplikuje proste sprawy i walczy z trudnosciami, ktore
sam stwarza. Randomizacja zwana complete” polega na {ym /'c (Hn 70
](\(lnoxl(l\ w probee ustalamy deterministyczne licznosei grup n! = ¢ i
n® = ¢“n. Nastepnie (jak slusznie zauwaza Autor na str. 17) mozemy
losowo 1)()5()1'!4)\\!;1(’: n jednostek i poczatkowe n” z nich zaliczyé do grupy
Hbreatment”. Jesli rozwazamy losowe zmienne @, to takie postepowanice



jest rownowazne pobraniu dwoch niezaleznych probek o licznodci n' in¢

z jednorodnej populacji i koniec. Jednostki sg niezalezne, jedli je ponume-
rujemy zgodnie z posortowaniem. W terminologii uzywanej przez Autora
jednostki sa warunkowo niezalezne przy ustalonych zmiennych g;. o jest
formalnie poprawne, bardzo madrze wyglada, ale jest calkowicie niepo-
trzebne i utrudnia redakeje dowodow. 7 drugiej strony mamy randomiza-
cje zwana ,simple”. Dla kazdej jednostki losuje si¢ niezaleznie przydzial
do grupy ,'1” z prawdopodobienistwem ¢" (lub do grupy ,C” 7 prawdo-
podobienistwem ¢©). W rezultacie jednostki moga byé traktowane jako
niezalezne bez przenumerowania. Tylko co to nam daje w poréwnaniu z
scomplete” randomization? Daje to losowe licznosdci grup i w konsekwencji

pogorszenie wlasnodci estymatorow. W modelu z losowymi zmicnnymi x

rozwazanie randomizacji ,simple” jest zbedne. Oczywiscie, randomizacja
v 2 “ % . b )

e

ssimple” upraszeza analize w przypadku delerministycznego planu, ale ten

model nie przystaje do zasadniczej filozofii ,uplift modeling”.

Zasadnicza wielkoscia w ,uplift modeling” jest ,,predictive MSI”. W roz-
prawie to pojecic pojawia sic wielokrotnie. Tym dziwniejszy jest lakt, ze
podstawowy, ogolny wzor (1.6) na ,predictive MSIS” jest bledny. Po pierw-
sze, co$ si¢ nie zgadza z wymiarami macierzy. Ale to drobiazg, wystarczy
rozwazyé pojedynczy (losowy) wektor @ieq (niech to bedzie wektor kolum-
nowy, p x 1). Mozna zdefiniowa¢ predictive MSI% jako B8 — Thest )
Korzystajac z niezaleznosci 1 @ies Obrzymujem

. ¢ test 4 d 3

Predictive MSIS = 19 :I":,(‘.SL(B ~ ) (/} = B e
o l'(.'l":,(..\-q,(/} — B)(B — B) Test)
B LI(([} - /})(/} ~ B) Brextyeg)
W PP~ BBt
tr(V3),

gdzie ¥ = Exyeqile 1V = E ﬁ~/f B—/? . Jeshi — tak jest dla estymatora
¢

tes
1

double” — macierz V jest (asymptotycznie) postaci ¢(o?/n)%" to
2 2
- . o’p
Predictive MSE ~ tr | ¢—1), | = <:—1—7
n n

dla pewnego skalara c. Jesli jednak model jest Zle wyspecylikowany, to V'
nie jest, nawel w przyblizeniu, proporcjonalna do n-1,
Praca z pewnoscia by zyskala, gdyby Autor konsekwentnie (i poprawnie)
rozwazal wlasnodci predykeji :1:{,(“/‘}“ a nie tylko estymatora BY. Wick-
s708¢ wynikow jest jednak sformulowana w terminach ,I'Af“. 7 blednego
wzoru (1.6) Autor (na szezescie) na ogdl nie korzysta.



Uwagi o redakcji pracy

Praca jest napisana starannie i ma dodé przejrzysty uklad. Niektore oznaczenia

X X B ey . . -
moga sie nie podobac¢. Na przyklad XT" oznacza transpozycje macierzy X7
(dlaczego nie X/7.7). Traktowanie ;. jako wektorow wierszowych nie ulatwia
lektury (2] ;. jest macierzg p x p). Ale Autor ma prawo do wybrania dziwnych
oznaczen.

Podsumowanie i wnioski

Pomimo pewnych zastirzezen i usterck, rozprawa spelnia warunki stawiane pra-
com doktorskim z matematyki. Wnosze o dopuszezenie Pana Krzysztofa Ruda-
sia do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Warszawa, 22 listopada 2021

Wojciech Niemiro
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